Modelowanie przeptywu cieczy przez ¢odki porowate
Wyktad XII

Model porospr ezysto sci Biota - Darcy’ego
12.1 Zalozenia wst epne.

Zaktadamy wstepnie, ze osrodek sktada sie z porowatego ciata stalego tworzacego w
przestrzeni osrodek ciaglty. Formulujgc swoja teorie M.A. Biot przyjgl, ze spetnia ona nastepujgce
podstawowe zatozenia:

O osrodek jest dwufazowy. Skiada sie ze sprezystego porowatego szkieletu oraz stabo

Scisliwej cieczy newtonowskiej wypetniajgcej pory szkieletu;
O osrodek porowaty jest cialem jednorodnym, izotropowym;
O deformacje szkieletu sg mate, wiec mozna poming¢ nieliniowe cziony tensora odksztatcenia

&, wiec:
_1 aui aui
E=—| —+—|; (12.1)
bo2(0x,  ox

O naprezenia g; w szkielecie osrodka porowatego odnosi¢ bedziemy do catkowitej

powierzchni przekroju VER, mimo ze w rzeczywistosci nalezatoby te powierzchnie
pomniejszy¢ o pole zajete przez pory (naprezenie rozmyte). W odniesieniu do cieczy
wprowadzimy pojecie naprezenia porowego cieczy O, zwigzanego z ciSnieniem
efektywnym cieczy zwigzkiem:

o=-1fp, (12.2)

gdzie f okresla porowato$¢ objetosciowa osrodka porowatego. Jest ono rowniez odniesione
do catkowitej powierzchni przekroju VER;

O porowatos¢ osrodka f uwaza sie za wielkos¢ statg, ktbra ma ma charakter statystyczny;

O do opisu procesow przyjmiemy ukfad odniesienia Eulera.

12.2 Réwnania ci ggto sci przeptywu o srodka dwufazowego.

Niech Q jest prostopadioscienng przestrzenig o nieskonczenie matych krawedziach dx, dy, dz
wypetniong osrodkiem dwufazowym zlozonym: z porowatego szkieletu sprezystego i cieczy

wypetniajgcej jego pory. Okreslimy przez S powierzchnie $ciany elementu przestrzennego Q , a wektor
N jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni S, skierowanym na zewnatrz elementu Q

.Przez V' i V®oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio wektory predkosci filtracji cieczy i szkieletu osrodka, a
Vir =Vi' —Vis okresla sktadowe wzglednej predkosci przeptywu filtracyjnego cieczy przez osrodek
porowaty. Jezeli p, i O, oznaczajg kolejno gestos¢ wiasciwg szkieletu i cieczy, to mozemy okreslic
wielko$¢ gestosci szkieletu p, icieczy p,, odniesione kazda z nich do objgtosci catkowitej obszaru
. Oznaczajgc przez f porowatos¢ objetosciowg, mozemy obliczy¢ te gestosci: O, = (1— f),OS i
P, = f,OI . Przez 0 oznacza¢ bedziemy gestosé osrodka dwufazowego réwng, co do wartosci sumie:
P =p, +p, Wartos¢ O oznacza¢ bedzie gestos¢ cieczy przeptywajgcej przez éciang S: 0 = fA,O,

, gdzie fA oznacza porowatos¢ powierzchniowa.

Przeptyw masy catkowitej (szkieletu i cieczy) przez sciane o powierzchni S jest rowny:



ovndS+ [ p(v —v)ndS+ a—de:O. (12.3)
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Stad korzystajgc z twierdzenia Gaussa — Ostrogradzkiego réwnanie ciggtosci przeptywu
osrodka dwufazowego ztozonego z cieczy i szkieletu ma postaé:

D°p
Dt

+ p€ = —[Ia\/ir]yi , (12.4)

S
gdzie a oznacza pochodng masowg wyrazong wzorem:

D°_0 (0
— ==tV —, (12.5)
Dt ot 0x

a & oznacza predko$¢ zmiany dylatacji szkieletu rowna co do wartosci \/is,i .
Mozemy nastepnie obliczy¢ przeptyw cieczy przez powierzchnie S. Wyrazi sie on wzorem:

[ovends+[p(v —vf)nids+ja—’0d§2 =0. (12.6)
S S Q at

Stad dostajemy rownanie ciggtosci przeptywu fazy ciektej w postaci:

r

D s —
1p(6-¢)=-(pv). (127)
Dt A
gdzie _r jest pochodna masowa wyrazong wzorem—r =—+ (\/.I —\/.S)i
Dt Dt ot ‘' /ox

Zaktadajac, ze faza stata jest nieruchoma (\/iS =0), a przez pory przesacza sie $cisliwa ciecz, rownanie
ciggtosci przeptywu ma sens tylko w odniesieniu do fazy ciekiej osrodka i sprowadza sie do postaci:

o(2)

div(pv) =-—2

(12.8)

Takg posta¢ réwnania ciggtosci uzyskalismy w poprzednim podrozdziale 1V.2..4 — wzor
Btad! Nie mozna odnale zé zrddta odwotania. dla modelu hydrodynamicznego przeptywu
filtracyjnego. Wida¢ wiec, ze w przejsciu granicznym dostajemy poprzednio wyprowadzone réwnania
ciggtosci przeptywu.

12.3 Roéwnania ruchu fazy stalej i ciekte;.
Aby uzyska¢ réwnania rownowagi dla fazy stalej i ciektej osrodka dwufazowego, wprowadzimy

dodatkowe definicje i zatozenia wprowadzone przez Biota [Biot, 1956a, 1956b]:
O energie kinetyczng osrodka dwufazowego mozemy wyrazi¢ wzorem:

2K = [ (v +20,97Y, + 0,V )dQ (12.9)
Q

Zz warunkami:



Putp,=p>0; Pyt Py =p,>0 ; P, <0,

gdzie 0, jest nowym parametrem 0 wymiarze gestosci okreslajgcym dynamiczne

sprzezenie pomiedzy dwoma fazami osrodka;
a funkcja dyssypacji jest formg kwadratowg zalezng od predkosci wzglednej przeptywu
filtracyjnego, ktérg mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposoéb:

=J' bvividQ, (12.10)
Q

gdzie b jest wspoétczynnikiem oporu filtracyjnego spetniajgcym warunek b>0;

O korzystajgc z réwnania (12.9) mozna okresli¢ objetosciowe sity wewnetrzne wynikajgce z
oporu lepkiego przeptywajgcej cieczy przez pory osrodka. Sity dziatajgce na szkielet
osrodka wynosza;:

M = oW, _ jbv dQ (12.11)
ov;’
i na ciecz
M) = aWd —jb vdQ, (12.12)

O sktadowe lokalnego wektora pedu szkieletu i cieczy mozna obliczy¢ ze wzoru:

= J. (pllvis + plZViI ) dQ, (12.13)
Q

= I (O,VF + o,V )dQ . (12.14)
Q

Prawo zachowania pedu fazy statej osrodka mozna wyrazi¢ wzorem:

DPS

j nds+jb(v v)dQ+j(p P)X.dQ = j dQ, (12.15)
S

gdzie O, oznacza naprezenia w szkielecie dziatajace na powierzchnie S, a przez X, - sity ciezkosci

i
na jednostke masy catkowitej.

Rownanie (12.6), po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa — Ostrogradzkiego, pozwala na
uzyskanie lokalnego rownania ruchu fazy statej osrodka w postaci:

_ DS\/iS DSVI
g, *Xi(p-p)=-bv +p, ot TP o (12.16)
b° D°_ 9,0
gdzie — jest pochodng materialng wyrazona wzorem: — = —+ ViS —.
Dt ot 0x;

Dla fazy cieklej o$rodka prawo zachowania pedu sprowadza sie do postaci:

ondS+ | b(v dQ+ | pX.dQ = D—PldQ (12.17)
Jonds+ [oy - )ia+ [pxda=[ =



D' _ _ D'_o. ,0
gdzie — jest pochodng materialng wyrazona wzorem: — =—+V, —,
Dt Dt ot ox
on, oznacza naprezenia w cieczy dziatajgce na catkowitg powierzchnie S. Naprezenie rozmyte w
cieczy O réwna sie co do wartosci:

o =-pf, (12.18)

przy czym p oznacza cisnienie efektywne w cieczy.
Réwnanie (12.17) po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa - Ostrogradzkiego pozwala na uzyskanie
réwnania ruchu fazy ciektej osrodka w postaci:

_ ) D|\/iS DIViI
g, +Xp=bvi +p, Dt t Pz Dt (12.19)

Dla przypadku przeptywu quasi — statycznego mozna pomingé cztony reprezentujgce sity bezwtadnosci
cieczy i szkieletu i rwnania ruchu dla kazdej z faz mozna zapisa¢ w postaci:

g, +* X (p-p)=-bv, (12.20)

g, +Xp=hv . (12.21)
Sumaryczne réwnanie ruchu dla obydwu faz ma w tym przypadku postac:

g, to; + X p=0. (12.22)

W przypadku, gdy szkielet o$rodka wykazuje sie jedynie scisliwoscig i jest w swojej masie
nieodksztatcalny, réwnanie (12.20) traci sens, gdyz szkielet jest nieruchomy i tensor naprezenia
reprezentuje tylko czes$¢ kulistg tensora, a réwnanie (12.21) sprowadza sie do postaci réwnania
przeptywu filtracyjnego Darcy'ego Btad! Nie mo zna odnale zé zrodla odwotania. w modelu
hydrodynamicznym przeptywu, ktére mozna zapisa¢ w postaci:

Vo= —k— . (12.23)

12.4 Zwiazki konstytutywne ciala Biota.

Zwigzki  konstytutywne modelu Biota wyprowadzimy z termodynamiki proceséw
nieodwracalnych. Problem uzyskania zwigzkow konstytutywnych byt tematem publikacji wielu publikacji,
w tym miedzy innymi Biota [Biot, 1956a ], Strzeleckiego [Strzelecki, 1979, 2006], Derskiego [Derski,
1964a,1964c, 1969b, 1975], Szefera [Szefer, 1980a, 1980b], Gaszynskiego [Gaszynski, 1980],
Coussy’ego [Coussy, 1995].

Skorzystajmy z pierwszego prawa termodynamiki, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci:

. . D
[+O=—(W+K .
+Q=o-(W+K), (12.24)

gdzie: przez L okreslamy prace wykonang przez sity wewnetrzne, sity ciezko$ci i sity pochodzgce od
oporu lepkiego przeptywajgcej cieczy; Q oznacza ciepto generowane podczas przeptywu filtracyjnego i
odksztalcen szkieletu osrodka porowatego; W oznacza energie wewnetrzng; K wyraza energie
kinetyczna.



Zapiszemy oddzielnie pierwsze prawo termodynamiki proceséw nieodwracalnych dla kazdej z
faz oddzielnie, przy czym bedziemy uzywaé wskaznika 1 dla fazy statej osrodka i 2 dla fazy cieklej.
Moc sit wewnetrznych szkieletu wyraza sie wzorem:

=I(Jij +00,)v’n,ds. (12.25)
S

Moc sit ciezkosci szkieletu osrodka:
L5 =[(p-p)XvdQ. (12.26)
Q

Moc sit oporu lepkiego cieczy odniesiona do szkieletu:

> =~[b(v -/ JdQ. (12.27)
Q

Poniewaz moc jest wielkoscig skalarng, wiec catkowita moc sit dziatajgcych na szkielet osrodka wynosi:

L=+ +00. (12.28)
Predko$¢ zmian ciepta w szkielecie osrodka wyraza sie wzorem:

_ J‘ o5, dQ, (12.29)
Q

gdzie qfsq to sktadowe strumienia ciepta przeptywajgcego przez faze statg osrodka.
Pochodna materialna energii kinetycznej dla fazy stalej osrodka wynosi:

s Ds |
J-(pll i p12 |I

)dQ (12.30)
Pochodna materialna energii wewnetrznej dla szkieletu wynosi:
DW
—=|WdQ, (12.31)
o "

gdzie W, oznacza predkos$¢ zmiany lokalnej energii wewnetrznej szkieletu.

Biorgc pod uwage wzory od (12.25) do (12.31) pierwsze prawo termodynamiki w odniesieniu do
fazy statej osrodka mozna wyrazi¢ wzorem:

. s DV° DV
ﬂwﬁpﬂ oD de i (12.32)
=[[ X (p-2)Vv: -b(v: -V )y +(0, + 09, )¢, +(0, + 0, )V -, [de.

Q

Korzystajgc z rownan (12.16) i (12.19), réwnanie (12.32) mozna przedstawi¢ w postaci zwigzku
lokalnego wyrazajgcego wielkos¢ energii swobodnej odniesionej do fazy statej o$rodka:



Dla cieczy moc sit wewnetrznych w cieczy jest rowna:

L) = IJ(V: —vf)nidS : (12.34)
S
Moc sit ciezkosci cieczy:
L5 = [ pXvdQ, (12.35)
Q

a moc sit oporu lepkiego w cieczy:
L2 =[b(v -/ Mda. (12.36)
Q
Predko$¢ zmian ciepta w cieczy wynosi:

Q= _I q,dQ, (12.37)
Q

gdzie qiI to skltadowe wektora strumienia przeptywu ciepta:

Pochodna materialna energii kinetycznej cieczy K, wynosi:

D*K, , DV D*v
= V— 4o vV—dQ. 12.38
Dt i(plz i Dt 1022 i Dt ( )

Pochodna materialna energii wewnetrznej cieczy w obszarze Q mozna wyrazi¢ wzorem:

Dsz —

= j W,dQ . (12.39)

Q

Korzystajgc ze wzorow (12.24) oraz wzoréw od (12.34) do (12.39), pierwsze prawo termodynamiki dla
cieczy wyraza sie zwigzkiem:

DV Dv®
W, + 0o,V —-+p v —- [dQ =
i( 2 p22 i Dt p12 i Dt j

: (12.40)
=[[ 27 +b(v: -V )V + 0, (¢ -v) +o(6-¢)-d, [dO

W powyzszej relacji przez 6 oznaczono predkos$¢ zmiany dylataciji cieczy, a przez € predkosé zmian
dylatacji szkieletu osrodka.

Biorac pod uwage réwnanie ruchu cieczy (12.19), rownanie (12.40) mozna zapisa¢ w postaci zwigzku
lokalnego:

W, =-0,v' +0(0-¢)-q,. (12.41)

Mozna zatozy¢, ze predko$¢ zmiany energii wewnetrznej osrodka dwufazowego W jest réwna sumie
predkosci zmian energii kazdej z faz o$rodka W, i, W, , wiec:



W= Wiy + Vi, (12.42)

Oznaczajgc przez (; sktadowe predkosci przeptywu ciepta osrodka dwufazowego (szkielet + ciecz),
mozna stwierdzic¢, ze:

a4 =9°+q . (12.43)

Korzystajgc z powyzszych zwigzkow (12.42) i (12.43) oraz z réwnan (12.33) i (12.41) mozemy
stwierdzi¢, ze zmiana energii wewnetrznej osrodka dwufazowego wynosi:

W=0,é +06-q,. (12.44)

Pierwsza zasada termodynamiki okresla zwigzek pomiedzy pracg mechaniczng i cieptem.
Wyraza ona bilans energii i nie wnosi ograniczen na kierunek procesu zmiany stanu ciata. W
zagadnieniach mechaniki klasycznej ciat idealnie sztywnych mozemy moéwi¢ o wzajemnej zamianie
energii potencjalnej w kinetyczng zaktadajgc oczywiscie, ze w uktadzie nie ma dyssypacji energii
generowanej na przyktad na skutek wzajemnego tarcia czgstek. Gdy w ukltadzie zaczynajg wystepowac
zmiany termiczne, mamy do czynienia z procesami nieodwracalnymi. W takim przypadku musimy
odwota¢ sie do drugiego prawa termodynamiki, ktére naklada istotne ograniczenia na proces zmian
stanu energetycznego ukiadu.

Celem opisania zjawisk nieodwracalnych wprowadza sie w termodynamice funkcje zmiany
stanu zwang entropia. Aby okresli¢ ograniczenie kierunkéw zmian stanu ukladu, drugie prawo
termodynamiki wprowadza nieréwnos¢ stwierdzajgcg, ze zmiana entropii wewnetrznej uktadu jest
zawsze dodatnia lub réwna zeru w przypadku procesu nieodwracalnego, zwana nieréwnoscig Clausiusa
— Duhema. W mechanice osrodkéw ciggtych wg. Derskiego [Derski, 1975], De Groota, Mazura [De
Groot, Mazur, 1965] wprowadza sie funkcje entropii wiasciwej s mierzonej na jednostke objetosci Q ,
CO Mozna wyrazi¢ wzorem:

S:jsdQ . (12.45)

ds=—, (12.46)

przy czym:

e T jesttemperaturg bezwzgledna,

e dq jest przyrostem ciepta na jednostke objetosci.

* rlzniczka ds jest rozniczka zupetna.

Poniewaz w przypadku ogdélnym ciato moze wymienia¢ ciepto z otoczeniem, predkos¢ zmian
entropii jest suma predkosci zmian entropii S; wskutek wymiany ciepta z otoczeniem i predkosci zmian
entropii wewnetrznej, co mozna zapisa¢ réwnaniem:

dS_ds, , dS,

12.47
dt  dt dt ( :

Entropia zwigzana z wymiang ciepta z otoczeniem wyraza sie zwigzkiem:



dS, 1dQ 1
t=__<=-|q.,=dQ, 12.48
dt T dt iq"'T ( )

co sprowadza sie do réwnania lokalnego w postaci:

ds
T=2=-q. . 12.49
dt i ( )

Jak wida¢ z zaleznosci (12.49), entropia S; moze mie¢ wartos¢ dodatnia, ujemna, lub réwng
zeru w zaleznos$ci od kierunku przeptywajgcego ciepta i od jego dywergenciji. Inaczej ma sie sprawa z
entropig wewnetrzng Sw. Jej zmiana w jednostce objetosci uktadu musi spetnia¢ nieréwnos¢ Clausiusa-
Duhema, co w zapisie lokalnym mozna przedstawi¢ w sposdb nastepujacy:

s, >0 . (12.50)
dt

Jezeli skorzystamy z definicji entropii, wyrazong wzorem (12.48), predkos¢ zmiany entropii
mozemy zapisa¢ zwigzkiem:

S = —j&dQ = [s,dQ, (12.51)
Q T Q
gdzie éz jest predkoscig zmiany entropii lokalnej, a T okresla temperature absolutng osrodka.

Korzystajgc ze wzoru (12.45) oraz réwnania (12.51), zmiane energii wewnetrznej osrodka mozemy
wyrazié¢ réwnaniem:

W=0,& +00+8T. (12.52)

Aby uzyskaé zwigzki konstytutywne, skorzystamy z definicji energii swobodnej Helmholtza wyrazajacej
sie wzorem:

F=W-ST. (12.53)
Energia swobodna Helmholtz'a, podobnie jak energia wewnetrzna W, jest funkcjg stanu osrodka. Jezeli
zmiany stanu osrodka sg nieskonczenie mate, zmiane funkcji stanu F mozna wyrazi¢ przy pomocy

definicji rozniczki zupetnej dF :

dF =dW -TdS—- T . (12.54)

Proces izotermiczny.
W przypadku proceséw izotermicznych mamy:

dT =0, (12.55)
wiec w takim przypadku:

dF =dw -TdS. (12.56)



Traktujgc rézniczke zupeing funkcji Helmholtza F jako zmiane tej funkcji stanu w czasie, co mozemy
napisa¢ w postaci:

F =W—TS=W—T[SN+SZ] (12.57)
oraz wprowadzajgc funkcje lokalng energii swobodnej Helmholtz’a Y spetniajgca zwigzek:

F= J')(dQ, (12.58)
Q

réwnanie (12.57) wyraza sie w skali lokalnej nastepujgco:

X=0,& +00-Ts,. (12.59)
Stad dostajemy:
T4, =0,& +00- 1 =0. (12.60)
Kfadac:
X=x(&,0), (12.61)

na podstawie (12.60) dostajemy:

{a” _0_)(]5” +(a—a—)gj920 (12.62)

og;

dla kazdych & é. Powyzsze réwnanie jest spetnione, gdy:

ij ?

0. _ox (12.63)
J ag”
i
_9x (12.64)
06

Poniewaz funkcja zmiany energii swobodnej Helmholtza jest r6zniczkg zupeing, wiec:

d)(:a—)(é’i. +0_Xg
de, ' 06

1

(12.65)

Rozwijajgc w szereg Taylor'a funkcje energii swobodnej X w okolicach stanu naturalnego znajdujemy:



dx(0,0) .4 dx(0,0)

1| 0%x(0,0) a°x(0,0) . 8*x(0,0)) (120
+= L € +2Lgijg+)(—’gg +...
2| 0¢,0¢, 05,00 0696

Poniewaz w stanie naturalnym (nieodksztatconym) funkcje: )((0,0), O; (0,0) oraz 0 (0,0) sg réwne
zeru, wiec z doktadnoscig do matych drugiego rzedu mozemy zapisacé:

2x(&;,6) = Gu&; &4 + 8,60+ 106, (12.67)
gdzie
2
Ciu =9x09) X(O’O), (12.68)
0g,0¢,
0°x(0,0)
 — 0 ALY 12.69
62
:M_ (12.70)
oo

Korzystajgc ze zwigzkow (12.63) i (12.64) uzyskamy zwigzki konstytutywne ciata Biota w przypadku
dowolnej anizotropii osrodka dwufazowego:

O =Ciéq + 5,0, (12.71)
o=pBig + ). (12.72)

Mimo ze nie korzystaliSmy z prawa symetrii Onagera, uzyskaliSmy zwigzki konstytutywne
spetniajgce to prawo. W przypadku, gdy na wielko$¢ cisnienia porowego majg wplyw jedynie
odksztatcenia objeto$ciowe cieczy, co powoduje, ze ,Blj = ,3&:1 , wtedy uzyskujemy uproszczong postac

zwigzkow konstytutywnych Biota:

g

i =G

€ 50,0 (12.73)

oraz
o=Le+)0. (12.74)

W przypadku szkieletu izotropowego tensor sprezystosci Cj« mozna wyrazi¢ przy pomocy
dwéch statych sprezystosci zdefiniowanych, przez Biota w postaci:

Ciu = AJ;9y +N (5.k5,-| +5i|5jk) : (12.75)
Uzywajgc oznaczen wprowadzonych przez Biota, wprowadzimy dwie nowe state:

L£=Q i y=R. (12.76)

Zwigzki konstytutywne po wprowadzonych oznaczen sprowadzajg sie do postaci
zaproponowanej przez Biota [Biot, 1956]:



o, =2Ng, +(As+Q6)J,,

(22.77)
o=Qc+R6.
W pracy Biota — Willisa [Biot, Willis, 1957] zinterpretowano state wystepujgce w zwigzkach
konstytutywnych (12.77) w sposéb nastepujacy:

¢ N jest modutem odksztatcenia postaciowego szkieletu,

* Ajest modutem odksztalcenia objeto$ciowego szkieletu wypetnionego ciecza,

« Q jest wspodtczynnikiem wptywu odksztalcenia objetosciowego cieczy na naprezenie w
szkielecie lub odwrotnie - wspéiczynnikiem wptywu odksztalcenia objetosciowego szkieletu na
naprezenie w cieczy,

* R jest modutem odksztatcenia objetosciowego cieczy wypetniajgcej pory ciata Biota,

e parametr M wyraza sie poprzez:

Q2

M=A-
R
State M i N Biota odpowiadajg w przypadku osrodka sprezystego pozbawionego por statym

Lamego A | Y. Takie oznaczenie statych Biot przyjat i konsekwentnie stosowat w swojej pracy
Coussy [ Coussy, 1995]. Na podstawie pracy Biota, Willisa [Biot, Willis,1957 ] mozna w takim
przypadku wyrazi¢ state sprezystos$ci Biota przy pomocy modutu odksztatcenia postaciowego G i
wspoétczynnika Poissona U :

N=Gi M =%. (12.78)

Sposoéb wyznaczania pozostatych statych modelu Biota czytelnik znajdzie w pracy [Fatta, 1959].



