Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate
Wyktad X

Wykorzystanie funkcji potencjatu zespolonego filtra cjido
rozwi gzywania zagadnie n dwuwymiarowych przeptywu
filtracyjnego.

Rozwigzywanie ptaskich zagadnien metodg analityczng byto w czasach, gdy komputery nie
mialy powszechnego zasiegu, a ich zdolnosci obliczeniowe byly ograniczone, jedyng metodg uzyskania
rozwigzan zagadnien filtracji pozwalajacych na wykonywanie obliczen inzynierskich w konkretnych
zagadnieniach budownictwa wodnego, ochrony $rodowiska i hydrogeologii inzynierskiej. Obecnie
istniejg przyjazne dla uzytkownika programy komputerowe, ktére pozwalajg na nawet ,domowym”
sprzecie komputerowym rozwigzywac¢ ziozone zagadnienia brzegowe. Metodyka rozwigzan
przedstawionych w tym podrozdziale nic nie stracita jednakze na swojej wartosci. Uzyskane
przedstawionymi ponizej metodami rozwigzania pozwalajg dobrze zrozumie¢ sens fizyczny
otrzymanych w rozwigzaniu funkcji oraz przeprowadzi¢ petng analize uzyskanych rozwigzan, co jest
mozliwe tylko w ograniczonym zakresie w przypadku rozwigzan metodami numerycznymi. Wiele
prezentowanych ponizej rozwigzan, stanowigcych istotng czesé podrecznikdw akademickich i publikaciji
oraz monografii poswieconych teorii filtracji, zawdzieczamy [Potubarinovej-Koczinie, 1977], i szkole
rosyjskiej w tym takze uczonym: [Aravinowowi i innych, 1953], [Filczakovowi, 1960] oraz w Polsce
[Rembezie, 1984, 1992, 1998]. Uzyskane tg metodg rozwigzania stuzg miedzy innymi do testowania
programéw obliczen ptaskich zagadnien przeptywu metodami numerycznymi.

Zajmiemy sie przyktadami zastosowan powyzszej metody do zagadnien istotnych z punktu
widzenia budownictwa wodnego. Przedstawimy na poczatku rozwigzania zagadnieh ze zwierciadiem
swobodnym majgce swoje zastosowanie przede wszystkim w analizie przeptywéw przez
przepuszczalne grodze ziemne, waly przeciwpowodziowe. Nastepnie omowimy sposéb znajdowania
funkcji potencjatu zespolonego Q dla przypadku optywu fundamentu budowli pietrzgcych, $cianek
szczelnych, oraz optywu budowli pietrzacej ze wspoéidziatajgcg Sciankg szczelng i drenazem. W
rozwigzaniach tych, uzyskanych przez innych autorow, przedstawimy poszerzong analize uzyskanych
wynikéw oraz dodatkowo przedstawimy obliczenia potencjatu sit masowych filtracji oraz przewidywanej
strefy uptynnienia gruntu po przekroczeniu warunku granicznego statecznosci filtracyjne;.

9.1 Rozwi gzania zagadnie n brzegowych ze zwierciadtem swobodnym.

9.1.1 Szczelina drena zowa w warstwie nieprzepuszczalnej (Parabola Limasse  t'a).

Rozwazmy potprzestrzen wypetniong osrodkiem porowatym o wspotczynniku filtracji k, ktéra
jest ograniczona od dotu granicg nieprzepuszczalng (rys.45)
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Rys. 45 Schemat zadania dotycz gcego doptywu do szczeliny drena  zowe;j.



Wzdluz granicy nieprzepuszczalnej na odcinku o ditugosci réwnej d pracuje dren poziomy
wyksztalcony w formie waskiej szczeliny drenazowej. Wskutek dziatania drenu w obszarze
potprzestrzeni wytwarza sie strefa wdd gruntowych oddzielona od strefy aeracji powierzchnig

swobodng. Poszukujemy takiej funkcji Q, aby zostaly spetnione warunki brzegowe wzdtuz drenu,
wzdtuz warstwy nieprzepuszczalnej oraz wzdhuz linii powierzchni swobodnej wod gruntowych.

Na powierzchni swobodnej, gdy pomijamy cisnienie powietrza i nie uwzgledniamy wystepowanie wéd
kapilarnych, musza byc¢ spetnione nastepujgce warunki brzegowe:

d+ky =0, (10.1)
W=y, (10.2)

gdzie W, — stata odpowiadajgca wartosci funkcji pradu dla powierzchni swobodne;j.

Wzdtuz granicy nieprzepuszczalnej [ )y = 0; x < 0] (patrz rys. 7.35), musi by¢ spetniony warunek:

Y=0. (10.3)
Wzdtuz granicy przepuszczalnej [ J =0; x = O] (patrz rys. 7.35), warunek brzegowy ma postac:

@ =0. (10.4)
Wybieramy kolejne funkcie z= f (Q) , poczynajgc od funkcji liniowej. Funkcja liniowa, jak fatwo
sprawdzi¢, nie spetnia warunkéw brzegowych. Rozpatrzmy nastepnie funkcje kwadratowa. Poniewaz w
tym przypadku dla dowolnego punktu obszaru filtraciji:

z=AQ%. (10.5)

sprawdzimy, czy funkcja ta moze mie¢ powierzchnie swobodng, spetniajaca warunki brzegowe. Dla
powierzchni swobodnej mamy warunki brzegowe (10.1) i (10.2), a wiec wstawiajgc je do rownania (10.5)
otrzymujemy:

x+iy = Al-ky +iW, )?. (10.6)
Po wykonaniu prostych przeksztatcen mozemy zapisac:
x— Ak?y? + AWZ +i(y+ 2AkW,y) = 0,

stad dostajemy:

x = Alk?y? - wZ) (10.7)
oraz

y=-2AKY¥,y. (10.8)
Z réwnania (10.8) otrzymujemy bezposrednio wartosc¢ statej A:

A=—_ L (10.9)
2k,

Podstawiajgc wartos¢ statej A z (10.9) do réwnania (10.7) otrzymujemy funkcje opisujgcg ksztait linii
zwierciadta swobodnego spetniajgcg natozone na te linie warunki brzegowe:



__ ko Y%
X=——y2+ 0, (10.10)
24, 2k

Krzywa okreslona powyzszym réwnaniem jest nazywana w niektdrych anglosaskich podrecznikach
akademickich (np. Castany’ego []) parabolg Limasseta. Oznaczajgc wierzchotek paraboli przez d, z

réwnania (10.10) mozemy okresli¢ relacje pomigdzy wydatkiem doptywajacym do drenu Q=W a
odcietg d:

Q=2kd. (10.112)
Przyktad liczbowy.

Przyjmujgc rézne wartosci d otrzymujemy krzywe zwierciadta swobodnego. Przyjmujgc K =0,0Im /s

i oznaczajgc przez L =100m przyjety przez nas ,zasieg leja depresji” mierzony od poczgtku uktadu
wspoirzednych, oznaczmy przebieg krzywej zwierciadta swobodnego dla kilku przyjetych wartosci d:

2
d=010m - %: 0,001, Q= 0.005;—

2
d=1,00m %: 0,01. Q= o.o% ,

2
d:2,0mﬁ%:o,02aQ: 0.04% .

Na rys. 45 przedstawiono ksztait krzywej depresji dla podanych wyzej danych w bezwymiarowym
ukladzie wspétrzednych:
2Q) x 2
Yo | [2Qx, Q@ (10.12)
L kL /L k°L

Krzywa graniczna Sx=3xmax
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Rys. 46. Krzywa zwierciadta swobodnego w zale zno$ci od odci etej d [d=0,1m, 0,5m, 1m,
2m];(obliczenia — program Maple8).

Znajac statg A, funkcje potencjatu zespolonego  mozna zapisa¢ w postaci:

_LQZ_
2kW,

(10.13)

Kfadac:
Q=0 +iyP,

mamy:

x+iy=—2kt)(q3+iLP)2.

0
Po prostych przeksztalceniach dostajemy:

X:_ZktJo(CDZ ~y2), (10.14)

oy

— 10.15
kY, ( :

y:

Sprawdzimy obecnie, czy sg spetnione zatozone warunki brzegowe na pozostatych brzegach. Wiemy,
ze wzdtuz granicy nieprzepuszczalnej (ujemna p6tos x) powinien by¢ spetniony warunek W = 0.
Wstawiamy W = 0 do wyrazen (10.14) i (10.15).
Otrzymamy:
(Dz
X==—— y=0. (10.16)
2kW,

Poniewaz dla dowolnej ® — x <0, réwnania (10.16) sg rownaniami ujemnej potosi x.
Wzdtuz granicy przepuszczalnej (szczeliny drenazowej) winien by¢ spetniony warunek @ =0.
Podstawiajgc ® = 0do wyrazen (10.14) i (10.15) otrzymamy:

LIJZ
X= . y=0, (10.17)
2kW¥,

poniewaz dla dowolnego ¥ — x >0 réwnania (10.17) sg réwnaniami opisujgcymi dodatnig p6tos x
na odcinku 0< X<L2Plz. Mozna, wiec stwierdzi¢, ze przyjeta funkcja potencjatu zespolonego Q
spetnia wszystkie zatozone warunki brzegowe zadania.

Aby wyznaczyé linie pradu dla W = const przeksztaicimy, wyrazenia (10.14) i (10.15).

Z wyrazenia (10.15) wyznaczmy @ :

kW
O=——9y, 10.18
m y ( )




i podstawiajgc do wyrazenia (10.14) dostajemy:

(10.19)

T

szozeling drengzowa

Rys. 47 Linie pr gdu w zadaniu ze szczelin g drenazowa.

Podstawiajgc pod W kolejne wartosci z przedziatu (O, LPO) otrzymamy kolejne linie pradu (rys. 47). Jak

to wynika ze wzoru (10.19), wszystkie linie pragdu opisujg réwnania parabol, ktérych wierzchotki znajdujg
Wy

sie na dodatniej potosi x na odcinku 0 < X < ZTZ (rys. 47).

Réwnania powierzchni ekwipotencjalnych otrzymamy obliczajgc z rdwnania
(10.15) W:

k¥,
o)

WY =

(10.20)

i podstawiajgc (10.20) do rownania (10.14) dostajemy réwnania linii ekwipotencjalnych w postaci:

cDZ
kY,

kW
X = 2(])(2) y2 -

(10.21)

ktdre stanowig dla przyjetych wartosci statych @ rodzine parabol o wierzchotkach na ujemnej potosi x.
Siatke hydrodynamiczng dla rozpatrywanego przypadku przedstawiono na rys. 48.
Wiedzac, ze Q = AW mozemy obliczy¢ wydatek dla catego obszaru filtraci:

Q= w,. (10.22)

9.1.2 Szczelina drena zowa w warstwie przepuszczalnej.
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Rys. 49. Schemat zadania szczeliny drena zowej w warstwie przepuszczalne;.

Przypadek ten rézni sie od poprzedniego tym, ze zamiast warstwy nieprzepuszczalnej mamy
"przytaczong” do obszaru przeptywu potprzestrzen przepuszczalng (rys.49). Nie bedziemy szczeg6towo
analizowali tego przypadku, gdyz spos6b postepowania jest identyczny jak w poprzednim podrozdziale.
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Rys. 50. Siatka hydrodynamiczna przeptywu dla przyp  adku szczelny drena zowej w warstwie
przepuszczalnej.

Wszystkie linie prgdu sg wspotogniskowymi parabolami o réwnaniach uzyskanych w
podrozdziale VI1.4.3.1.1. z tg roznicg, ze dla W nalezy jednak przyjmowac¢ wartosci od W do — .

Siatke hydrodynamiczng przeptywu dla tego przypadku przedstawiono na rys. 50. Zajmiemy sie za to
konstrukcjg izobar (linii jednakowego cisnienia), izotach (linii jednakowej predkosci), izoklin (linii, wzdtuz
ktérych wektor predkosci posiada jednakowy kierunek).

Konstrukcja lzobar.

W celu okreslenia rodziny krzywych izobarycznych przypominamy zalezno$ci miedzy
potencjatem predko$ci, a cisnieniem:

Zaleznos¢ te mozna napisac¢ w postaci:



P_o®
_7:7+y'

Yo K

Stad widac, ze majgc okreslong siatke hydrodynamiczng przeptywu mozna znalez¢ izobary metodg
graficznego dodawania (rys. 51).
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Rys. 51. Siatka izobar uzyskana metod g graficznego dodawania.
Przyjmujemy dla przyktadu, ze w obszarze filtracji mamy okreslone linie jednakowej wysokosci
hydraulicznej

H=-

x| e

=1,2;3;4... . (rys.51).

Wykreslamy linie pozioma o réwnaniach:

y=1Ly=2,y=3..y=N.

W przecieciu linii y = 1 z linig H = +1 dostajemy P =1-1=0, zlinigH=+2 P 2-1=1 itd.
Vi Y
Okreslamy w ten sposob £we wszystkich punktach tak uzyskanej krzywoliniowej siatki. £gczymy
Y
cven P 1 dostaiemy P, P,
punkty, w ktorych ma takg sama wartosc i dostajemy izobary dla =1, =2 itd..
Y Y Vi

Dla rozpatrywanego zagadnienia nietrudno znalez¢ réwnanie izobar. W tym celu wystarczy wylgczyé

W z rownania (10.15) i po podstawieniu do (10.14) rozwigzaé to réwnanie wzgledem @ .
Otrzymamy réwnanie czwartego stopnia:

1 D + xP? - k¥, y2 =0. (10.23)
oW, 2

Przyrownujgc ® + Ky do statej C otrzymamy dla izobar réwnanie czwartego stopnia:

K2W2y? = (C - ky)?|(C - ky)? + 2kW,x]. (10.24)
Rodzina izotach i izoklin.
Okreslenie siatki izotach i izoklin jest wazne wtedy, gdy istnieje niebezpieczenstwo sufozji

rozrzedzania gruntu itp., na przyktad pod zaporami wodnymi. Izotachy i izokliny znakomicie ufatwiajg
nam analize ,statecznosci filtracyjnej” gruntu w obszarze budowli wodnych.



Wykonajmy operacje obliczenia logarytmu predkosci zespolonej filtracji i rozdzielmy czesc
rzeczywistg i urojona:

Inw = Injw| +iargw. (10.25)
Stad dostajemy:

Inw=Inv+id, (10.26)

gdzie: v — wartos¢ bezwzgledna wektora predko$ci

3 - kat miedzy wektorem a osig odcietych.
Poniewaz In w jest funkcjg analityczng, wiec linie Inv = const i J = const tworzg rodziny krzywych
wzajemnie ortogonalnych.

W rozpatrywanym przez nas przypadku szczeliny drenazowej w warstwie przepuszczalnej, mozemy
wiec uzyskac rownanie izotach i izoklin w postaci zamknietej.
Istotnie na podstawie (10.13) mamy:

Q=-2k¥,z. (10.27)
Stad:
dQ kWo
W=—= . (10.28)
dz Z

Logarytm predkosci zespolonej rowny jest:

Inw =In Ko _ —l{ln|z|+/argz‘g£] (10.29)
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Rys.52 Rodzina izotach i izoklin.
Widac stad, ze izotachy stanowig koncentryczne kota o promieniu r = const i srodku w ognisku
parabol (0,0), natomiast izokliny sg to promienie, wychodzace z ogniska (rys. 52). Wielkos¢ predkosci



réwna jest wspotczynnikowi filtracji k wzdtuz okregu, ktéry jest styczny do swobodnej powierzchni (w
miejscu styku tej powierzchni ze szczelina drenazowg).

Pole wektorowe pr edko $ci filtraciji.

Wychodzac z réwnania (10.23), otrzymujemy funkcje potencjatu predkosci ® . Rozwigzujgc réwnanie
dwukwadratowe:

®* +2kW xd? -k W2y =0,

z ktorego dostajemy funkcje potencjatu predkosci w postaci:

® :i\/kwo(—x+\/x2+y2)- (10.30)

R6zniczkujgc funkcje potencjatu predkosci po 0X i dy dostaniemy bezposrednio sktadowe predkosci
filtracji V :

v, =— =Kk, |— (10.31)

oraz

v, =¥k, |— , (10.32)

gdzie uwzgledniono, ze W, = 2kd . Wartosci skiadowej V, sg zawsze dodatnie bez wzgledu na

obszar filtracji (pod i nad osig x), natomiast sktadowa y zalezy od znaku osi y — nad osig znak jest
ujemny, a pod osig dodatni. Na rys. 53 przedstawiono wykresy skiadowej spadku hydraulicznego

iX = Vx/k dla réznych pozioméw zmiennej Y. W przypadku dodatnich wartosci rzednych wykres ma
swaj sens tylko w obszarze przeptywu ograniczonym zwierciadtem swobodnym przeptywu.



Rys. 53 Wykresy sktadowej pr edkos$ci V, v w zale znosci od poziomu Y;:
a) y/L=0.01,b) y/L=0.1,¢c) y/L=0.5,d) y/L=1.0,e) y/L=2.0.

Wykorzystujgc wzér (10.32), otrzymujemy wykresy skladowej predkosci filtracji vy dla dodatnich
warto$ci rzednej (rys. 54-1) i ujemnych wartosci rzednych (rys. 54b-11).
0.157

n1{b

0.051

0.15

Rys. 54 Wykresy sktadowej vy w zaleznosci od poziomu Y :
a) y/L=0.01,b) y/L=0.1,¢c) y/L=0.5,d) y/L=1.0,e) y/L=2.0.

Znajgc funkcje potencjatu predkosci @ mozemy okreslic funkcje potencjatu [ reprezentujgca
wspotdziatanie pola potencjalnego przeptywu filtracyjnego z polem sit cigzkosci czastek gruntu dla
dodatniej potosi x (dla ujemnej potosi nie znamy oddziatywania od ciezaru naziomu):

0= % d-A"y (10.33)

otrzymujemy dla rozpatrywanego przypadku:



O :ipg\/%(—xh/x%yz)—ADy, (10.34)

gdzie AD=pOS(1—f)) okresla ciezar obgtosciowy gruntu z uwzgidnieniem wyporu.
Rézniczkugc potencjat sit masowych] po zmiennychx i y dostajemy skiadowe sit
masowych dziatapych na szkielet@odka porowateg®:

(Y
-2+ 121 +1 2
ol] d L L L

5 =2 = pg | S (10.35)

O Y

S, =09,/ — -A". (10.36)

Przyktadowo przedstawimy wptyw filtracji na wielkos¢ sit masowych oddziatujgcych na szkielet o$rodka
(rys. 55 56). Na pierwszym z rysunkéw przedstawiono pole wektorowe sit masowych S dla przypadku,

2
gdy mamy do czynienia z niewielkim wydatkiem Q =0, OOZmA, co odpowiada skrajnej odcietej linii
zwierciadta swobodnego d = 0,Im przy przyjeciu zasiegu leja depresji L =100,dn

Pole wektorowe sil masowych 5 dla Q=0.02; d=1
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Rys. 55. Pole sit masowych dla Q =0, OOZmé .

Dla poréwnania pokazano pole sit masowych, gdy mamy do czynienia z dziesieciokrotnie wiekszym
wydatkiem, co odpowiada odcietej d =1,0m.



Fole wektorowe sil masowych 3 dla Q=0.02; d=1
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Rys. 56. Pole sit masowychdla Q =0, OZmA.

Z poréwnania obydwu rysunkéw wynika, jak znaczny wptyw majg sity unoszenia filtracji na wielkosé
wypadkowych sit masowych oddziatywujgcych na szkielet o$rodka. Na rys. 56 daje sie zauwazy¢
wektory skierowane w przeciwnym kierunku do sit ciezkosci, co moze powodowa¢ lokalne uptynnienie
gruntu. Szczegdlnie niebezpieczne dla statecznosci filtracyjnej sg w tym przypadku sktadowe poziome
sit masowych w okolice drenu. Korzystajgc ze wzoru (4.646) i upraszczajgc nieco nasze zagadnienie,

obliczmy zasieg strefy granicznej uwzgledniajac jedynie sktadowa pozioma filtracji S, .
Warunek stanu granicznego filtracji dla rozpatrywanego przypadku ma postac:

X X 2 2
R R
4 2 7 2 A—tg (). (10.37)
Uy 7
L L
gdzie @ kat tarcia wewnetrznego osrodka.

Powyzszy warunek prowadzi do okreslenia krzywej granicznej obejmujgcej obszar, w ktorym spetniony
jest warunek (7.12) czyli sktadowe poziome predkosci przekraczajg wartosci dopuszczalne, aby nie
nastgpito uptynnienie osrodka porowatego. Oczywiscie zgodnie z przyjetymi w rozdziale 1V zalozeniami,

zakladamy, Zze o$rodek nie posiada spéjnosci, czyli ¢ =0, 0Pa. Wz6r na krzywg graniczng ma w tym
przypadku postac:

y _ xY 1x. 1 1 X

LoD T A T AT 1o

(2%) to%
2(dY)

(o) ()

00, =1650|r<n—(3 oraz gp =1000|r<n—?) przedstawiono na rys. 57.

d
przy czym A= Krzywe graniczne dla kilku warto$ci E (zaktadajgc, ze ¢ =22,
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Rys. 57. Zasi eg krzywych granicznych dlaré znych warto $ci d=2m, 1m, 0.5m, 0,1m.

Powyzsze zaleznosci zostaty otrzymane bez uwzglednienia sit tarcia wynikajgcych z obcigzenia
ciezarem osrodka znajdujgcego sie w strefie filtracji, majg wiec jedynie znaczenie pogladowe.
Uwzglednienie tych sit jest w tym przypadku niemozliwe, gdyz nie zakladaliSmy okreslonej wysokosci
nadktadu. Oczywiscie znajgc te warto$é, bez trudu mozemy okresli¢ rzeczywisty przebieg krzywych
granicznych dla kazdego z rozwazanych przypadkow.

9.1.3 Przeplyw przez grodz e ziemng posadowion g na podio zu o nieograniczonej
migzszosci.

Rozwazmy przeptyw przez grodze ziemng przepuszczalng dla wody, przedstawiong
schematycznie w przekroju na rys. 7.48. Rozwigzanie tego zagadnienia zostato szczegétowo omowione
w pracy [Remebezy, 1998], i w innym ujeciu w pracy [Strzeleckiego, Kosteckiego, 2006a]. Powtarzajac
za Rembezg tok postepowania, przeprowadzimy nastepnie szczegélowg analize uzyskanego
rozwigzania.

Hmax

Rys. 58. Schemat zagadnienia brzegowego.
W przypadku zagadnien ze swobodnym zwierciadtem wody nie znamy ksztattu zwierciadla
swobodnego. Jest to wiec zadanie z nieznanym brzegiem i nie mozemy bezposrednio wykorzystaé
wzoru Christoffela-Schwarza. Aby mozna bylo jednakze rozwigzac¢ ten problem, zostata opracowana
metoda dodatkowego odwzorowania poprzez funkcje potencjatu Zukowskiego [Potubarinova-Koczina,

1977]. Potencjat Zukowskiego wyraza sie przy pomocy zespolonego potencjatu Q wzorem:

9:2—'EQ:¢91+i92. (10.39)



Stosuje sie takze inne postaci potencjatu Zukowskiego, np. @=z+iQ/k lub =Q-ikz.
Podstawiajgc pod Z= X+1iy, dostajemy cze$¢ rzeczywistg i urojong potencjatu Zukowskiego:

6?1:x+% oraz 6?2:y—%. (10.40)

Dla przygtego uktadu odniesienia jak na rys. 58zemy przedstawi schemat obliczeniowy

naszego zagadnienia na ptasztueg potencjatu zespolonego i na ptaszcag potencjatu
Zukowskiego rys. 7.49.

Na ptaszczgnie potencjatu zespoloned® znamy wartéci potencjatu w punktach:

A-Q=0 oraz =0,

B-Q=kH, oraz 6=1L,
10.41

C-Q=kH_ +i¥W_  oraz 0=L0+%, ( )

D Q=kH, +ico oraz &=,

gdzie H,, oznacza rénicg wysokaci hydraulicznej przed i za groglziemn.

w

Rys. 59. Schemat obliczeniowy zagadnienia brzegoweg o grodzy ziemnej.

¥

@'kh‘ 2 m

AP0

Analiza wzoru Christoffela-Schwarza i schematu obliczeniowego na rys. 59 pokazuje, ze do
uwzglednienia we wzorze:

z:/I/Ij ot +N

o _a a

(=) " (t-a) % (-2,

sg dwa punkty oraz podstawienie:

T
A-a=0 a=—;
T
B-a=L a, ZE;' (10.42)

z zastapimy przez Q,
t zastapimy przez 6,

co pozwala zapisa¢ wzor Christoffela-Schwarza dla naszego zagadnienia w postaci:



6
Q=M I%"‘ N . (10.43)
°92(6-L)2
Po pocatkowaniu dostajemy:
Q=iM arcsir(L_Tzej +N. (10.44)

Znajgc wartosci potencjatu zespolonego w punktach A i B, mozemy wyznaczy¢ state M i N z ukiadu
réwnan:

iZIM +N =0,
2 (10.45)
4gM+N:W

m*

kH

m m

oraz N =

Dostajemy: M =i

Ostatecznie zalezno$é pomiedzy potencjatem zespolonym € oraz potencjatem Zukowskiego ma
postac:

kH { L- 29)
=_——arcco . (10.46)
T L

Po prostych przeksztatceniach wzér (10.46) mozna zapisa¢ w postaci:

.Q L /9]
z+i—=—|1-co§ — |]|. (10.47)

Uwzgledniagc, ze z=x+iy oraz Q=®+i¥, dostaniemy po wykonaniu przeksztatce
algebraicznych:

X=- H;"TqJ +%[1— cog ) coslﬁ@)} (10.48)
oraz
y= H;”Td) +%sin(d>) sinh( @), (10.49)
gdzied=—"o | p=—"y.
kH,, kH. .

Okreslmy lini¢ zwierciadta swobodnego podstaw@jve wzorach (10.48) i (10.49):

$=0 oraz @zm%< (10.50)



Ostatecznie dostajemy rownanie zwierciadta swobgaine

y_1H, . |X
I _]_TT arcsi I (10.51)

Przyjmupc % =0,5;1; 1,5, krzywg zwierciadta swobodnego przedstawiono na rys. 60.

2185

0.57

u 02 04 0B 08 1
k]
Rys. 60 Ksztalt zwierciadta swobodnego w zaleosci od H /L dla zmiennych

bezwymiarowychu=x/L oraz y, = y/L.

Obliczmy nasgpnie wartd¢ funkcji pradu dla cieczy doptywagej do punktu C. Korzystsg
ze wzoru (10.48) oraz z warunku, jaki powinien¢ kgpetniony w punkcie C (warunek
ekstremum funkcji):

9 o, (1052
dQ
dostajemy:
W, = KH,, arcsinh(ZHmj. (10.53)
T 7L

Korzystajgc ze wzoréw (10.49) i (10.50), mozemy obliczyé réwnania linii pradu dla ¥ =const w
postaci:



(10.54)
~ 2
{(xjﬁHm_l}
N 1 1- L ag L 2 &

gdzie 0< P <0 oraz powierzchni ekwipotencjalnych dla ® =const :

oy _H,®
X - _maresinh| 2b—L 7T |4
L 7L sin®
i y — ] 10.55
(yj_Hmz 1o
+1 1_C0@ :l:" ZL—.I._IT
2 sind

gdzie 0 d < 71

Obliczajac linie pradu i powierzchnie ekwipotencjalne dla rozpatrywanego zagadnienie, na podstawie
wzoréw (10.54) i (10.55) dostajemy siatke hydrodynamiczng przeptywu, ktérg prezentujemy na rys.

7.51, przyjmujac dla ® wartosci: 0, 0.25* 7T/ 2, 0.5 7T/ 2 0Q.75*7/ 2 1.0* 7T/ 2,
1.25%7) 2 1.5%7] 2.

Rys. 7.51. Siatka hydrodynamiczna przeptywu przy fi

Itracji przez grodz e ziemn g posadowion g
na nieograniczonej warstwie przepuszczalnej dla

H,/L=10.



Czesto dla celdéw praktycznych istotna jest diugos¢ ,.czynna” drenazu poziomego, czyli odlegtosé L — L,
, gdzie, zgodnie ze schematem przedstawionym narys. 58, L, okresla odcigtg punktu C.

Znajgc wartosé funkcji prgdu dla linii pradu przechodzacej przez punkt C — wzér (10.53) mozemy
obliczy¢ odcietg L, na podstawie wzoru (10.48):

S : Li._ T
|_0+|Hm—k(ka+|qJC)+2{1 cos{nﬂkH H (10.56)

m

Z réwnania (10.56) obliczymy wagéodcktej L, :

L, = %{H cos){ arcsin( 27|7_|Lm ﬂ} —H—l;‘ arcsln( 2}';:_”‘) : (10.57)

Wartcs¢ odlegtaci BC oznaczymy przez d i na podstawie wzoru (10dbliczymy:

d=L-L,= %{1— cos}{ arcsiﬁ 27|;|L”‘ ﬂ} + H};‘ arcslrr( 27I;|L”‘ j (10.58)

Przyktadowo obliczymy wzgtng wartas¢ dtugaici odcinka CBd /L w zaleznosci od H /L

dla wartdgci Os%s 2, co przedstawiono na rys. 62

0.4+

/

0.14 it

U 02040608 1 12141618 2
h
Rys. 62. ,Dlugdgé¢ czynna” drenu w zaleznosci od h=H /L.

Obliczmy nasipnie wydatek doptywary do drenu na odcinku BCB, ktéry uwzdhiajgc
doptyw od gory i od dotu wyniesie:

Q=2¥,= 2kL% arcsirh( 2}'1”) . (10.59)

Zaktadajc, ze k =10°m/s oraz L =100,0n wartas¢ wydatku doptywajce na dtugéci d do
drenu wynosi w zalaosci od H,, /L, dla wartgci Os%s 2 co przedstawiono na rys. 63.

Oczywiicie jest to wydatek na jednostkitugasci grodzy (przyjmiemy w naszym przypadku
na 1mb grodzy).



0.27
0.184
0.164
0.144
0124

Q014
0.084
0.06
0.044
0.024

D702 040608 1 1214 1618 2
h

Rys. 63. Funkcja wydatku Q| m’/s| doplywajacego do drenu w zalnosci od h=H, /L.

Przejdzmy nastepnie do obliczenia pola wektorowego predkosci V . Wychodzgc z réwnania (7.229):

QL 9]
z+l—=—|1-co§ — ||,
st

zrézniczkujemy je po dz. Otrzymamy zwigzek pomiedzy predkoscig przeptywu i funkcjg potencjatu
zespolonego Q w postaci:

Kk
w= (10.60)

ol . (Qm)
| +——sSIin| ——
2H "~ | kH,
gdzie W - oznacza predko$é zespolong filtracji. Po odpowiednich przeksztatlceniach dostajemy
nastepujgca postac sktadowych predkosci filtracji Vv, i V!

/i sin® cosh¥
UHL o o Y ()
1+ —cosb sintl | +| —— sitb cosW
2H 2H

- - 10.61
1+i(cosﬂ>)2 sinHp (10.61)
2H

—_ m

y © 2 2"
icoscTD sinhP+ 1 + U siP cosW
2H 2H

m

m

Jak wida¢, powyzsze wzory nie pozwalajg na bezposrednie obliczenie wartoéci skladowych predkosci
w obszarze filtracji, gdyz nie mamy mozliwosci bezposredniego okreslenia wartosci @ i W jako funkcji
X iy, gdyz réwnania (10.54) i (10.55) sg rownaniami uwikltanymi. W posredni sposéb mozemy jednakze
okreslic wartosci sktadowych, obliczajgc dla okreslonych wartosci D i waspéHzedne punktow, w
ktorych te wartosci wystepuja, a nastepnie obliczy¢ sktadowe predkosci filtracji V .

Dla przyktadu mozemy policzy¢ skiadowe predkosci filtracji wzdiuz zwierciadta swobodnego filtracji.
Wiemy, ze w tym przypadku:



.

m

P=0i @

(10.62)

T

Uwzgledniajac, ze réwnanie krzywej zwierciadta swobodnego ma postac:

_ X

<

;517

1H, )
——Marcsi
T L

obliczmy sktadowe predkosci filtracji wzdtuz zwierciadta swobodnego:

P (i)

" 2H,, (ITL jz . (nL ’E XD
1+| —— | sif| —— arcsin ,|—
2H H, VL (10.63)

v. =k 1
y 2 :
1+(”LJ sinz{m‘ arcsi{\/;j]
2H H,. L

Dla zobrazowania tych wzoréw wykonamy obliczenia przyjmujgc L/ H,, = 2 iobliczmy wielkosci V, Ik

oraz V, /K , odnoszac te wielkosci wzgledem zwierciadta swobodnego wyrazonego krzywg (10.51).
Odpowiednie wykresy przedstawiono na rys. 64.

0.6

0.6

W nl\““

0s 1

X

\Y V
Rys. 64 Wykresy ?X i ry wzdtu z linii zwierciadta swobodnego.

Korzystajgc ze wzoréw (10.61), mozemy okresli¢ wielkosé¢ sktadowych predkosci filtracji wzdtuz
brzegu BCE. Wstawiajgc do powyzszych wzoréw wartosci ® = 7T dostajemy:



B 1
v, =k _ (m’j (10.64)

1+ ——sinh
2H, ka

Rozwazmy warunek statecznosci filtracyjnej wzdtuz linii CE. Wektor predkosci filtracji ma kierunek
przeciwny do sit ciezkosci. Jezeli sktadowa sit masowych Sy spetnia warunek:

V,
S :pg?y+ADso, (10.65)

y

to dla obszaru, w ktérym ten warunek jest spetniony, nastepuje proces uptynnienia gruntu. Interesowac
nas bedzie obszar (okreslony zmienng X) znajdujacy sie poza zasiegiem grodzy ziemnej. W obszarze
grodzy nalezatoby uwzgledni¢ dodatkowo rozktad sit masowych pochodzgcych od ciezaru grodzy.
Uwzgledniajgc drugi ze wzoréw (10.64) w warunku (10.65) mozemy obliczy¢ graniczng wartosc,
powyzej ktérej zachodzi uptynnienie gruntu:

O
P, —arcsmh(zm_ a Zm’ogj (10.66)

Aby znalez¢ zakres odcietej x, dla ktdrej wystepuje proces uptynnienia gruntu, nalezy poszukag, dla
jakiej wartosci odcietej odpowiada wartos¢ LPgr. W tym celu wykorzystamy réwnanie (10.54),

przyjmujac Y = 0 i dostajemy réwnanie:

)%

—tarcco
coshwkr
(10.67)
H 2
4% . 05
+[0,5sinl{®, ) ||| + —y =0

Okreslenie bezposrednie odcietej x jest trudne, gdyz powyzsze réwnanie jest rownaniem uwiklanym.
Jedng z metod moze byé metoda polegajgca na poszukiwaniu przeciecia sie dwdch funkcji uzyskanych
Z przeniesienia jednego z cztonéw réwnania na drugg strone réwnania i okresleniu kazdej ze stron jako
oddzielnej funkcji od X. Przyjmujac, ze funkcje te majg postac:

—2(") + Puln_q 5
L)

cosh®,,

F1(x) =

- 0.6
N PR 1059
F2(x)=co {— sinf(@k,)} L 7L

2H coshw¥ .

m

Ponizej przedstawiono dwa rozwigzania rownania tg metodg dla Hm/L réwnego 1,51 2,5:



9 : 24

a) b)
Rys. 65 Rozwi gzanie rownania uwiklanego a) dla Hm/L =1,5; b) dla Hm/L =2,5.

Jak wida¢ z rys. 65, dla Hm/L =1,5 nie zachodzi zjawisko uptynnienia, natomiast dla Hm/L =2,5 punkt

graniczny ma w przyblizeniu warto$¢ 1,25, wiec w obszarze wyptywu wody po stronie odpowietrznej
moze nastgpic¢ zjawisko uptynnienia gruntu i jego wyporu.

W pracy Rembezy [Rembeza, 1998] przedstawit rozwigzanie dla przypadku grodzy
posadowionej na gruncie o ograniczonej migzszosci. Zadanie to ma jednak posta¢ znacznie bardziej
skomplikowang niz przedstawione wyzej. Z punktu widzenia inzynierskiego wskazane jest w zadaniach
bardziej zlozonych korzysta¢ z metod numerycznych, ktére oméwione zostang w rozdziale IX niniejszej
monografii.



