Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate
Wyktad 1X

Metody rozwi gzywania metodami analitycznymi rowna n
hydrodynamiki wod podziemnych ptaskich zagadnie n filtraciji.

9.1 Funkcja potencjatu zespolonego.

Rozwazania przedstawione w tym podrozdziale oparte sg na wynikach prac badawczych
[Potubarinovej-Kocziny, 1977] oraz teorii funkcji analitycznych omoéwionej w monografii [Trajdosa-
Wrébla, 1965] oraz pracach [Rembezy, 1984,1992, 1998], [Castany'ego, 1967], [Filcakova, 1960],
[Wieczystego, 1982].

Wprowadzmy do naszych rozwazan dowolng funkcje analityczng Q = Q(Z). Kazdg funkcje
analityczng mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej dwoch funkcji zmiennych rzeczywistych
CD(X, y) i LIJ(X, y)wpostaci:

Q = Q(x+iy) = d(x, y) +iw(x, y). 9.1)

Wykazemy teraz, ze funkcie @ i W spelniajg réwnania wprowadzone w rozdziale 1V.

Na wstepie rozwazmy wiasnosci funkcji analitycznej Q. W tym celu przypomnijmy, ze zmienng
zespolong z wyrazamy wzorem:

Z=x+iy, (9.2
gdzie i =+/—1.
Pierwsze i drugie pochodne zmiennej zespolonej po 0X i 0y sa réwne:
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R6zniczke zupetng funkcji z obliczamy ze wzoru:

stad:
dz=dz+idy.

Obliczmy nastepnie pierwsze pochodne funkcji Q po 0X i dy . Dostaniemy:

0Q _9Q oz . 0Q _0Q
— = —— skad dostajemy, ze — =—,
ox 0z Ox ox 0z

a nastepnie
0Q _9Q 9z L, 0Q _.0Q
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Powyzsze zaleznosci pozwalajg zapisac:
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oraz wstawiajgc zwigzki (7.158) i (7.159) do rownania (7.157) dostajemy:

(o0 _ow)_(o0  ow)_,
ox oy dy 0Ox '
Réwnanie powyzsze jest spetnione, gdy czesc¢ rzeczywista i urojona jest réwna zero. Otrzymujemy stgd
zwigzki:

ox oy | ay ox
Zwigzki (9.6) sg zwigzkami Cauchy — Riemanna [Trajdos-Wrobel, 1965]. Jak wiemy z geometrii
analitycznej, funkcje @ (X, y) =const i W(X, y) = const sg wzajemnie ortogonalne i spetniajg warunek
prostopadtosci krzywych ptaskich:

oo v 0P oV
= =- (9.6)
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Obliczmy nastepnie drugie pochodne funkcji Q po 0Xi 0y
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Sumujgc stronami powyzsze zwigzki dostajemy:

0°Q =0. (9.8)
Poniewaz
’Q 9% oW
2 2 +/ 2
ox* 0x ox ©.9)
’Q 9% oW '
2 - 2 +/ 2
dy® ady® oy
dostaniemy:

0°Q =0%p +/0%Y. (9.10)



Biorgc pod uwage zwigzek (9.10) i réwnanie (9.8) otrzymujemy nastepujgce dwa réwnania:
O0*b=0 i [O?°¥=0. (9.11)

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze funkcje @ iV spetniajg rownania (9.11) i zwigzki (9.6). Sg wiec,
zgodnie z rozwazaniami przedstawionymi w podrozdziale V.2, odpowiednio: funkcjg pradu W ifunkcjg
potencjatu predkosci @ .

Funkcje Q bedziemy nazywali dalej funkcjg potencjatu zespolonego i wyrazimy jg przy pomocy
funkcji @ i W w postaci:

Q=D +iy. (9.12)

Sprébujemy nastepnie wyznaczy¢ predkos¢ filtracji w dowolnym punkcie obszaru filtracji przy pomocy
funkcji potencjatu zespolonego. Ze wzorow (9.6) wiemy, ze:

od v 0P oy
viV=—=-— ., V= _—=—-. (9.13)
ox oy Yooy ox
Obliczymy pochodng funkcji Q po zmiennej zespolonej z:
dQ(z)
Q'lz)=—>7. 9.14
(2)==, (9.14)

Rézniczka zupetna funkcji Q wyraza sie wzorem:

dQ(z)z%izdxH%idy.

Wyrazajgc funkcje Q w postaci (9.12) i uwzgledniajgc (9.13) dostajemy:

dQ(z) = 9P 4 0% e +if OF 9P gy
ox ay ady oy

Korzystajgc nastepnie ze zwigzkéw (9.13) mozemy zapisac:
dQ(z) = (vX —iv, )(dx +idy),
stad

Q'(z)=v, —iv, =w. (9.15)
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Rys. 40 Schemat do wizualizacji zespolonej pr  edko $ci filtraciji.

Funkcje W(Z) bedziemy nazywali predkoscig zespolong filtracji. Znajgc funkcje w, mozna
okresli¢ funkcje W sprzezong z funkcjg W(rys.7.30) :

W=V, +iv, . (9.16)

Dtugosé wektora filtracji V mozna wyrazié wzorem:
v =-/whw . (9.17)

Znajac funkcje potencjatu zespolonego mozna okresli¢ funkcje predkosci zespolonej filtracji, a, co za

tym idzie, okresli¢ sktadowe wektora filtracji Vv, / v,.

9.2 Sposbb rozwi gzywania ptaskich zagadnie n przeptywu.

Sposo6b rozwigzywania ptaskich zagadnien teorii filtracji przy wykorzystaniu funkcji analitycznej
przedstawiono w wielu monografiach i podrecznikach akademickich. Pierwsze prace wraz z licznymi
przyktadami zostalty wykonane przez Potubarinovg-Koczine w latach 40-tych XX wieku [Potubarinova-
Koczina, 1977]. Wiele pézniejszych autoréw publikacji (np. [Castany, 1967] korzystato z metodyki
rozwigzywania plaskich zagadnieh teorii filtracji opracowanej przez te uczong. W niniejszej pracy
omoéwimy metodyke postepowania pozwalajgcg na znalezienie rozwigzan w postaci zamknietej dla
najbardziej istotnych zadan z zakresu budownictwa wodnego. Przedstawimy ponadto przyktady
liczbowe dla niektérych zagadnien brzegowych, aby zorientowa¢ czytelnika o przydatnosci
przedstawionego sposobu uzyskiwania rozwigzan praktycznych problemow inzynierskich.

OkresImy na brzegach obszaru filtracji warunki brzegowe. Nastepnie poszukujmy takiej funkciji
analitycznej, ktéra spetnia warunki brzegowe zadania. Jezeli istnieje trudnos¢ w okresleniu
bezposrednio funkcji potencjatlu zespolonego, mozemy poszukiwa¢ funkcji predkosci zespolonej,
spetniajacej warunki brzegowe zadania, a nastepnie okresli¢ poprzez catkowanie funkcje potencjatu
zespolonego. Nastepnie nalezy rozdzieli¢ funkcje Q na czes$¢ rzeczywistg i urojong uzyskujgc tg drogg
funkcje ® i W. Pozwala to na wyznaczenie linii @ =const i W =const, tworzgcych w obszarze
filtracji siatke hydrodynamiczng przeptywu. Korzystajgc z wiasnosci funkcji pradu W , mozemy okresli¢
wydatek pomiedzy dowolnie wybranymi z obszaru filtraciji linii prgdu.

Sposob rozwigzania zobrazujemy na przykltadach konkretnych zagadnien brzegowych.
Przedstawiona metoda jest tatwym sposobem wykorzystania odwzorowan konforemnych. Dla blizszego
wyjasnienia, czym sg rozwigzania oparte na odwzorowaniach konforemnych, wezmy pod rozwage
funkcje analityczna:

Z=1(2), (9.18)

ktorg mozna wyrazi¢ “przy pomocy dwoch funkcji X i Y wzorem:



Z=X+iY (9.19)

i ktéra jest funkcj zmiennej zespoloneg = x+iy. Jezeli funkcja f (z)jest cihgta i spetnia
rownania Cauchy — Riemanna, czyligd:

X _aY X __aY

, oraz —=-—,
ox oy oy 0X

wowczas funkcja f(Z) jest holomorficzna w calej ptaszczyznie zmiennej zespolonej z. Jezeli

dodatkowo zatozymy, ze funkcje X i Y majg ciggte pierwsze i drugie pochodne czgstkowe, to mozna
wykazac, ze sg to funkcje harmoniczne czyli, ze:

0°X =0 oraz 0% =0.
W pracy [Trajdosa — Wrébla, 1965] przedstawiono dowody dwéch twierdzen:

Twierdzenie |
Jezeli w funkciji harmonicznej U(X,Y) wprowadzimy nowe zmienne x,y, wzgledem ktorych zmienne
sg harmonicznymi sprzezonymi, to funkcja

u[ X (xy).Y (6 y)J=u(X.Y)

bedzie harmoniczna wzgledem nowych zmiennych.

Twierdzenie Il

Jesli X(X, y) [ Y(X, y) sg funkcjami harmonicznymi sprzezonymi i w pewnym obszarze ich
2(X,Y)

o(xy)

funkcjami harmonicznymi sprzeZzonymi.

jakobian jest rozny od zera, to w tym obszarze funkcje odwrotne X( X ,Y) i y(X ,Y) sg

Zalozmy, ze funkcja Z = f (Z) jest holomorficzna i posiada pierwszg pochodng r6zng od zera. Jezeli
jakobian odwzorowania jest rézny od zera:

x X
ox 0

12| Yo (9.20)
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ox oy
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2
z tego wynika, ze J = (a—j +(a— =‘ f (Z)‘ # 0, zgodnie z przyjetym zatozeniem.
X y

W takim przypadku obrazem linii jest linia, a obrazem obszaru — obszar. Niech przez ustalony punkt Z,

przechodzi zadana gtadka linia C . Wéwczas przez obraz Z, tego punktu przechodzi gtadki obraz



C' tej linii. Wybierzmy na linii C punkt Z bliski Z,. Obrazem punktu Z bedzie oczywiscie punkt Z na
krzywej C' bliski Z,. Poprowadzmy przez Z, i Z sieczng linii C oraz przez punkt Z, i Z (niebedacg
na ogot obrazem siecznej linii C) sieczng linii C' [rys. 41].
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Rys. 41 Odwzorowanie funkcji holomorficznej (wg. [T  rajdosa — Wrdébla, 1967]).

Wiemy z przyjetego zatozenia, ze

f'(20)=lim 2% 40, (9.21)

~% Z2-2,

Obliczajgc argument pochodnej dostajemy:

Arg| f '(zo)]:Arg[nm Z‘ZO}:

tmh 277, (9.22)

=lim Arg(Z-Z,)-lim Arg(z-z,) =©-6+2krr,
z-2 -7

gdzie k jest dowolng liczbg catkowitg. Z tego wynika, ze kazda krzywa wychodzgca z punktu Z; doznaje

obrotu, przy odwzorowaniu za pomocg funkcji holomorficznej, o kat rowny Arg[f (Zo)] W pracy
udowodniono twierdzenie o kgcie wzglednym pomiedzy dwoma liniami o tresci:
Twierdzenie lll

Kat wzgledny pomiedzy dwoma liniami w danym punkcie nie ulega zmianie przy odwzorowaniu za
pomocg funkcji holomorficznej o pochodnej w tym punkcie roznej od zera.

Rozpatrzmy dwie krzywe C, i C, na plaszczyznie Zoraz odpowiadajgce im obrazy Cl' [ C'2

przedstawione na rys. 42 Zgodnie z oznaczeniami na rys. 42 i uwzgledniajgc poprzednie rozwazania —
wzor (9.22) mozemy zapisac:

w=0,-6,=0,-6,. (9.23)

Powyzsza réwnos¢ zachodzi z doktadnoscig do wielokrotnosci kgta 277 .
Odwzorowanie zachowujgce wzgledne katy nazywamy odwzorowaniem konforemnym . Kazda
funkcja holomorficzna o pochodnej réznej od zera okresla przeksztatlcenie konforemne. Jezeli w
przeksztatceniu konforemnym katy nie ulegajg zmianie, a diugosci zmieniajg sie proporcjonalnie do
modutu pochodnej, to pola zmieniajg sie proporcjonalnie do kwadratu modutu pochodnej, co wynika
bezposrednio z definicji jakobianu(9.20) przeksztalcenia konforemnego.



Rys. 42 Idea odwzorowa n konforemnych (wg. [Trajdosa — Wr6bla, 1967]).

Dwa podstawowe zagadnienia teorii odwzorowan konforemnych to:

O znalezienie obrazu danego zbioru (linii, obszaru) przy zadanym odwzorowaniu konforemnym,

O znalezienie odwzorowania konforemnego, ktére danemu obszarowi przypisuje okreslony obraz,

bedacy réwniez obszarem.

Drugie z zagadnien jest bardziej skomplikowane i nie zawsze potrafimy je rozwigzaé. O jego
rozwigzalnosci $wiadczy jednakze twierdzenie Riemanna, bedace jednym z podstawowych twierdzen
teorii odwzorowan konforemnych.

Twierdzenie Riemanna.

Kazde dwa jednospodjne obszary, ktorych brzegi skladajg sie wiecej niz z jednego punktu, mozna na
siebie odwzorowac konforemnie.

Twierdzenie Reimanna, jak to pokazat [Trajdos Wrobel, 1967], zawiera jednakze jedno istotne zalozenie
0 jednospojnosci obu obszaréw, wynikajgce z tego, ze odwzorowanie konforemne jest rodzajem
odwzorowania topologicznego, przy ktérym zachowuje sie rodzaj spéjnosci obszaru.

Jesli kazdej warto$ci zmiennej zespolonej Z przyporzadkujemy jedng warto$¢ funkcji Q :
Q=d(x,y) +i¥(xy)
oraz zalozymy, ze istnieje taka funkcja f(Z), posiadajgca pierwszg pochodng po Z , taka, ze:

Q=1f(z), (9.24)

to mozemy stwierdzi¢,ze Q jest funkcjg zmiennej zespolonej Z, co mozna zapisa¢ w postaci wzoru
(9.24). Mozna wiec stwierdzi¢, ze funkcja ta przyporzadkowuje punktom ptaszczyzny z= X+1iy punkty

ptaszczyzny Q = ® +iW (rys. 7.33). Mozemy, wiec wysnu¢ wniosek, ze funkcja f (Z) odwzorowuje
ptaszczyzne zmiennej Z na ptaszczyzne zmiennej Q ijest funkcjg holomorficzng.
Przyjmijmy dla przykfadu:

2

d=x’-y* oraz W=2xy. (9.25)
Podobnie jak w przypadku pfaszczyzny zmiennej zespolonej z na plaszczyznie Q, proste
® =Ci W =C, przecinajg sig pod katem prostym. Wynika stad bezposrednio, ze odwzorowanie f(z)
zachowuje katy. A wiasnie takie odwzorowanie, ktére zachowuje katy, co pokazaliSmy powyzej,

nazywamy odwzorowaniem konforemnym.
"aH
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Rys. 43 Siatka hydrodynamiczna przeptywu na ptaszcz ~ yznie z=x+iy (,") i na ptaszczy znie
Z=X+iY(b").

Krzywe Z(X, y)= Ci) oraz Y(X, y) = Cll (rys. 43) na ptaszczyznie z=X+iy bedziemy nazywaé

poziomicami odwzorowania konforemnego.
W przypadku zagadnien bardziej ztozonych ptaskiego przeptywu teorii filtracji wod podziemnych mamy
do czynienia z sytuacjg, gdy znany jest obszar filtracji oraz wartosci funkcji @ i W na jego brzegu,

natomiast nie znamy funkcji realizujgcej odwzorowania konforemne wewnatrz obszaru, mamy wiec do
czynienia z zagadnieniem trudniejszym. Tego typu problem pozwala nam rozwigza¢ teoria
przeksztalcen konforemnych oparta na wzorze Christoffela — Schwarza. Wzo6r ten pozwala wg.
[Potubarinovej-Kocziny, 1977] okresli¢ funkcje realizujgce przeksztaicenie konforemne na obszary
wielokatne, jezeli przyjmiemy, ze na ptaszczyznie z=x+iy jest okreslony wielokat o wierzchotkach M
(M1,Mz,.....Mn) (rys. 7.34). Katy odpowiadajgce poszczegdlnym wierzchotkom tego wielokata oznaczmy

a;, a przez a,bedziemy oznacza¢ wspohzedne rzeczywiste tych wierzchotkow. Jezeli, przez t

okreslimy zmienng catkowania (zmienna zespolona), to wz6r Christoffela — Schwarza realizujgcy
odwzorowanie konforemne mozna przedstawi¢ w postaci:

t
z= /I//j . at +N. (9.26)
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Rys. 44 Schemat do wzoru Christoffela — Schwarza.



Katy @; odpowiadajgce okreslonym punktom A we wzorze (9.26) odczytujemy z wielokata na rys.
44 . Wielkosci statych odpowiadajgce czesci rzeczywistej zmiennej t — &, sg statymi rzeczywistymi.
Wartosé tych statych po uwzglednieniu statej catkowania N odpowiadajg diugosci bokéw wielokgta o
wierzchotkach A i. State M i N sg stalymi wyrazonymi przez liczby zespolone. Stosujgc wzér (9.26)
nalezy mie¢ na uwadze zgodnie z pracg [Rembezy, 1998] kilka jego wtasciwosci:

1. czton we wzorze Christoffela — Schwarza, ktéry zawiera statg @, = o, jest w nim pomijany,

2. trzy stale &,mogg mie¢ wartos¢ dowolng. Wynika to z twierdzenia Riemanna o

jednoznacznosci odwzorowan konforemnych. Zazwyczaj przyjmuje sie wartosé tych statych
réwng 0,1, 00,

Praktyczne wykorzystanie wzoru Christoffela - Schwarza znalez&é mozna w pracach [Potubarinovej-
Kocziny, 1977], [Aravina i innych, 1953], [Castany'ego, 1967], [Rembezy, 1998] i wielu innych
Bardzo istotnym elementem budowania rozah brzegowych jest stosowanie metody
superpozycji rozwjzan zagadnié@ prostszych przy analizowaniu zagadnidardziej
skomplikowanych. Generalnie mma stwierdz, ze jezeli Q,, Q,,...Q, s potencjatami
zespolonymi okrdajacymi przeptywy proste, to potencj@ bedacy suny tych potencjatéw
przeptywow prostych jest, zgodnie z gdRembezy, 1998], potencjatem odpowiaggm
przeptywowi ztaonemu w postaci:

Q=¢Q,+cQ,+cf),+...c,Q,, (9.27)

przy czym C,,C,,Cs,...C, sg statymi.



