Modelowanie przeptywu cieczy przez o  srodki porowate
Wyktad I

6 Ogodlne zasady rozwi gzywania réwna A hydrodynamicznego modelu przeptywu.
Metody rozwi gzania réwnania Laplace’a.

Wprowadzenie wielkosci potencjatu predkosci przeptywu zbliza rozwazanie przeptywu do
ogolnej teorii pola potencjalnego, co pozwala na wykorzystanie szeregu zagadnien brzegowych
rozwigzanych przez badaczy w zakresie teorii pola. Nalezy podkreslic, ze ogélna teoria pola
potencjalnego obejmuje teorie dotyczace na przyktad pola elektrycznego czy magnetycznego.
Rozwazmy na poczatku metody rozwigzywania réwnania przeptywu cieczy niescisliwe] przez
niescisliwy szkielet oSrodka porowatego

Rownanie ruchu cieczy przez osrodek porowaty jest rownaniem rozniczkowym czgstkowym
drugiego rzedu zwanym rownaniem Laplace’a. Jest to réwnanie zaliczajgce sie do grupy rownan
eliptycznych. W ogéinym przypadku réwnanie Laplace'a jest szczegolnym przypadkiem rownania
Helmholtza:

0°®+cd =0, (3.1)

gdy stata C =0

W pracy [Trajdosa-Wrdbla, 1965] zostaly przedstawione szczegétowo wiasnosci tego typu
réwnan, twierdzenia oraz dowody jednoznacznosci rozwigzan. Aby zrozumie¢ dalszy cigg rozwazan
prowadzacych do rozwigzania konkretnych zagadnien brzegowych konieczne jest zapoznanie sie z
teorig rozwigzywania réwnania Laplace’a. Z teorii tej dowiadujemy sie przede wszystkim, ze funkcje
ciggta w obszarze, spehniajgca réwnanie Laplace’a nazywamy funkcjg harmoniczng. Mozna wykazac,
ze funkcja harmoniczna w obszarze jest w tym obszarze funkcjg klasy C?, tzn. ze w kazdym punkcie
obszaru ma ciggte drugie pochodne.

Przyktadem funkcji harmonicznej w przestrzeni trojwymiarowej w ukfadzie prostokgtnym
kartezjanskim jest funkcja liniowa

O(x,y,z)=Ax+By+Cz+D. (3.2)

Ogromne jest bogactwo rozwigzan réwnania Laplace’a. Majg one te interesujgca wlasnose¢, ze
mozna je otrzymaé, dokonujgc pewnych dziatan nad pewnym rozwigzaniem, zwanym rozwigzaniem
podstawowym.

Z analizy wektorowej wiadomo, ze Laplasjan funkcji w trojwymiarowej przestrzeni mozna
przedstawi¢ w uktadzie sferycznym (biegunowym przestrzennym) w sposéb nastepujacy:
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Skorzystajmy z tozsamosci, ktérg mozna bezposrednio uzyskac¢ przez wykonanie dziatan w obu jej

stronach:
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Poszukajmy rozwigzania rownania Laplace’a, zaleznego od zmiennych 7, ¢,8. W przypadku

zagadnien osiowo symetrycznych pochodna czgstkowa szukanej funkcji @ wzgledem zmiennej r stanie
sie pochodng zwyczajna, za$ pozostate pochodne czgstkowe beda réwne zeru.

Korzystajgc z zaleznosci (3.3) i (3.4) réwnanie 0%¢ =0 zapiszemy w postaci:
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Catkg ogobing (przy zatozeniu, ze  Z 0) jest
»(r)=C, +& . (3.8)
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Ktadac C1 =0i C2 =1 otrzymujemy rozwigzanie podstawowe réwnania Laplace’a w przestrzeni

(rz0). (3.9)

o(r)=-

Gdybysmy wprowadzili uktad biegunowy, w ktérym punktowi 0 odpowiadatby dowolnie ustalony
punkt P, (XO, Yo Zo) prostokatnego ukfadu kartezjariskiego, uzyskalibysmy rozwigzanie (3.9) z tym, ze

r jako odlegto$¢ zmiennego punktu P = P(X, Y, Z) od punktu P, wyrazitaby sie zwigzkiem:

/’=\/(X—X0)2+(J/_yo)2+(z_zo)2' (3.10)

Poszukujemy rozwigzania podstawowego rownania Laplace’a dla przypadku ptaskiego. W
ukfadzie biegunowym na ptaszczyznie Laplasjan daje sie zapisa¢ w postaci:

2w = L i(,aﬁ},ﬂ 1od)| (3.11)
rior\_ or) o0®\rog

Wobec tego rozwigzanie réwnania Laplace’a, zalezne tylko od r, znajdziemy catkujgc rownanie
rézniczkowe:

li(rd—q)jzo (r#0). (3.12)
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Mamy kolejno
rd—q) =C, (3.13)
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Ktadac C, =0 i C, =-1 otrzymujemy rozwigzanie réwnania Laplace’a na ptaszczyznach, ktére
nazywac¢ bedziemy rozwigzaniami podstawowymi:
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Poniewaz rozwigzaniem réwnania Laplace’a jest funkcja harmoniczna powinnismy zna¢ kilka
podstawowych wiasnosci funkcji harmonicznych w przestrzeni:

o catka pochodnej normalnej funkcji CD(P) harmonicznej w obszarze Q, a ciggtej w jego

domknieciu Q=0Q+S brana po brzegu obszaru jest réwna zeru

ﬂ?a—(pds =0, (3.16)
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o funkcja harmoniczna w kazdym punkcie obszaru przybiera wartos¢ réwng sredniej
arytmetycznej swoich wartosci na kazdej sferze, lezgcej w obszarze o srodku w tym punkcie i
o dowolnym promieniu
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o funkcja harmoniczna niestata w obszarze w zadnym punkcie obszaru nie osigga swego kresu
gornego ani dolnego (zasada ekstremum),

o funkcja harmoniczna w obszarze Q , a ciggta w jego domknieciu Q = Q + S jest ograniczona
swoimi ekstremalnymi wartosciami.

Metodyka rozwi gzywania rownania Fouriera.

Rownanie Fouriera roézni sie tym od rownania Laplace’a, ze w rédwnaniu tym oprocz operatora
Laplace’a wystepuje pierwsza pochodna po czasie funkcji poszukiwanego rozwigzania.

W praktyce, w celu rozwigzania metodami analitycznymi tego réwnania stosujemy najczesciej
przeksztalcenie calkowe Laplace'a, ktére umozliwia nam pozbycie sie pochodnej po czasie, a
zagadnienie po przejsciu do przestrzeni Laplace’a sprowadza sie do rozwigzania réwnania Helmholtza.
Réwnanie to, jak pokazalismy w poprzednim podrozdziale rozwigzuje sie metodami omoéwionym wyzej.
Szczegotowy opis tych metod znajdzie czytelnik w pracy [Trajdosa-Wrébla, 1965].

Jedyna istotna réznica polega na okresleniu w tym przypadku warunkéw poczatkowych obok warunkéw
brzegowych.

7 Warunki brzegowe i pocz atkowe w modelach hydrodynamicznego przeptywu.
Warunki brzegowe.

Zagadnieniami brzegowymi teorii przeptywu filtracyjnego okreslonej réwnaniem Laplace’a, lub
Helmholtza nazywajg sie zagadnienia poszukiwania w obszarze przeptywu takiej funkcji, ktéra spetnia
pewne warunki na brzegu obszaru.

Sa trzy takie zagadnienia:
O Zagadnienia Dirichleta.
Polega ono na poszukiwaniu funkcji harmonicznej potencjatu predkosci ®(p)w

ograniczonym obszarze Q iciggtejw Q + S, ktora na brzegu S przybiera z gory dane
wartosci funkcji potencjatu predkosci:

P(Q)=1(Q) (QROS) (3.18)

Funkcja f(Q) nazywa sie obtozeniem zagadnienia Dirichleta i ktora z zatozenia powinna
by¢ ciggta na brzegu S. Mozna wykazac¢, ze rozwigzanie wewnetrznego zagadnienia
Dirichleta jest stateczne, tzn. zalezy w sposob ciggly od obtozenia.



Warunki brzegowe typu Dirichleta okreslajg w przypadku zagadnien przeptywu
filtracyjnego nastepujgce rodzaje granic:

» brzeg przepuszczalny, na ktérym istnieje granica oddzielajgca wody
podziemne z wodami powierzchniowymi (rowy, zbiorniki wodne itd.)
zwierciadto swobodne wdd gruntowych
kontakt na brzegu dwoch rodzajow cieczy np. woda stodka i morska
brzeg, na ktérym wystepuje wysgczanie wody w przypadku, gdy
nastepuje ono powyzej poziomu wdd powierzchniowych
Q Zagadnienia Neumanna .

Polega ono na znalezieniu funkcji harmonicznej potencjatu predkosci ®(P) w
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obszarze Q iciggtejw Q + S, ktorej pochodna normalna na brzegu S przybiera z gory
dane wartosci

9 -~ @OS). (3.19)
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Funkcja f(Q) jest z zalozenia ciggta, a ponadto — zgodnie z wiasnoscig funkciji
harmonicznych (3.17) - spetniona jest dla niej nastepujgca rownosc:

W f(Q)ds =0. (3.20)
S

Mozna ponadto pokazaé, ze gdy istniejg dla danego obszaru i danej funkcji brzegowej
dwa rozwigzania zagadnienia Neumanna, to w obszarze Q + Sr6znig sie od siebie
stala.
Warunki brzegowe typu Neumanna modelujg nastepujgce typy granic:
» brzeg nieprzepuszczalny, gdy f(Q)=0, gdyz w tym przypadku wydatek
przeptywajacy przez granice jest rowny zeru.
» granica stanowigca kontakt dwéch obszarbw o rdznej
przepuszczalnosci
» zasilanie obszaru o okreslonej wydajnosci (znany jest wydatek
wptywajgcej do obszaru cieczy)
» infiltracja lub parowanie.
Q Zagadnienie mieszane.

Polega ono na znalezieniu funkcji harmonicznej ®(P) w obszarze Q iciagtej Q + S,
ktérej kombinacja liniowa wraz z pochodng normalna:

g;: +a(Q)® =£(Q) (QOS) (3.21)

na brzegu jest zadana.
Zaktada sie przy tym, ze funkcja F(Q) jest ciggta, zas a(Q) jest ciagta nieujemnie i

nierébwna tozsamosciowo zeru (wowczas zagadnienia Neumanna i Dirichleta nie sa
szczegolnymi przypadkami tego zagadnienia. Mozna wykazaé, ze dla danego obszaru
Q i dla danej kombinacji liniowej istnieje jedno i tylko jedno rozwigzanie.
Warunki tego typu okreslajg nastepujace typy granic:
» zrédia, gdy ich wydatek zalezy od potozenia zwierciadta wod
gruntowych,
» parowanie lub infiltracja, gdy wydatek zalezy od poziomu zalegania
zwierciadta wod podziemnych,
» granica modelujgca przeptyw w przypadku konstrukcji typu Scianki
szczelne, dreny uszczelniajgce fundamenty budowli,
» granica stanowigca kontakt dwéch obszaréw, gdy przeptywajgcy
wydatek jest funkcjg wysokosci hydraulicznej.
W rzeczywistosci moze zaistnie¢ sytuacja, ze brzeg ograniczajgcy obszar Q zostaje podzielony
na obszary powierzchniowe, gdzie spetniony musi by¢ jeden z wyzej wymienionych warunkéw
brzegowych.
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Warunki pocz atkowe.

Jezeli wyjsciowy uktad réwnan rézniczkowych lub okreslone réwnanie zawiera pierwsze, albo
wyzsze pochodne po czasie, to nalezy poda¢ wartosci rozwazanych funkcji i ich pochodnych, ale o rzad
nizszy od najwyzszego rzedu pochodnej po czasie w chwili t=0. W naszym rozwazamy przypadku
chodzi jedynie o poczgtkowe wartosci funkcji w chwili t=+0.

Szereg badaczy rozwigzujgcych na drodze analitycznej przedstawione powyzej rownanie Przy
zastosowaniu do rozwigzania zagadnienia transformacje calkowg Laplace’a przyjmuje, ze w chwili t=+0
poszukiwane funkcje réwnajg sie zeru w calym obszarze. Otrzymane przez tych badaczy wyniki nie
spetniajg warunku poczatkowego. Stwierdzajg oni, ze rdznica pomiedzy uzyskanym rozwigzaniem przy
przejsciu granicznym z czasem do zera a przyjetym warunkiem poczgtkowym swiadczy o wystepowaniu
tzw. efektéw natychmiastowych w chwili t=+0. Zagadnieniem niezgodnosci przyjetych warunkéw
poczatkowych z wartosciami poszukiwanych funkcji w zerze w przypadku réwnan parabolicznych
zajmowat sie G. Doetsch [ ].



