Wyktad IX

ROZWIAZANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH Z WYKORZYSTANIEM
TRANSFORMACJI LAPLACE’A

9.1 Rozwigzanie rownania rozniczkowego Fouriera.

9.1.1 Zagadnienie Bousinessq’a. Plaski przeptyw nieustalony.

Rozwazmy przypadek przeptywu swobodnego w tréjwymiarowej przestrzeni x,y,z. Ptaszczyzna

X,Y,0 znajduje sie na granicy warstwy przepuszczalnej i nieprzepuszczalnej.

W teorii Boussinesqu’a opisujgcej przeptyw nieustalony przyjmuje sie nastepujgce zatozenia:

osrodek, przez ktéry nastepuje przeptyw jest jednorodny i izotropowy,

przeptyw odbywa sie w zakresie liniowego prawa przeptywu Darcy’ego (ruch laminarny),
wysokosé hydrauliczna wzdtuz wycietego z obszaru prostopadtoscianu jest w kazdym punkcie
jednakowa i rowna wysokosci tego prostopadtoscianu (rys. 9.1),

przeptywajgca przez osrodek ciecz (w domysle woda) jest nieodksztatcalna,

wiasnosci filtracyjne okresla staty w catym obszarze wspotczynnik filtracji k,

predkosc filtracii jest wektorem dwuwymiarowym o sktadowych v, i v~ odpowiednio w kierunku osi
x i y spetniajacych réwnania Dupuit:
OH . OH
v.=k—iv =k—

Ox ! dy

do powierzchni swobodnej doptywaja wody infiltracyjne o wydatku infiltracji Q, ;,
wydatek infiltracji przypadajacy na obszar elementarny réwny jest:

O = Edxdy ,

gdzie & okresla predkos¢ doptywu wdd infiltracyjnych zwana dalej intensywnoscig infiltraciji,
obszar filtracji zmienia si¢ w czasie, co na schemacie 9.1 reprezentuje podniesienie si¢
zwierciadta wody w przedziale czasu dt o wielkos¢ dH,

przez podstawe prostopadtoscianu nie wystepuje przeptyw — brzeg nieprzepuszczalny
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Rys 9.1 Schemat obrazujacy zatozenia teorii Boussinesqu’a.

Catkowity przyrost wydatku Q stanowi sume przyrostu wydatkéw przeptywajgcych w kierunku
osi x, yiz, wiec:

dQ =dQ, +dQ, +dQ, .

Przyrost wydatku w kierunku osi z ze wzgledu na brak przeptywu przez podstawe
prostopadtoscianu elementarnego wynosi:

dQ.=Q,, = &dxdy .
Obliczmy przyrost wydatku dQ. :
Qx = Fvax’

przy czym
H
F, =dyH oraz v_= ka—,
Ox

wiec

dQ, = i(kHa—deJ dx .
Ox Ox

Poniewaz k jest wielkos$cig statg, a y jest zmienng niezalezng od x, wiec:

dQ,. = ki(Ha—Hj dxdy .
Ox Ox

Podobnie obliczymy przyrost wydatku de Ze Wzoru:

0 0H



Catkowity przyrost wydatku przeptywajacego przez obszar elementarny wynosi:

dQ = ki(Ha—dexdy +ki Ha—H dxdy + &dxdy .
Ox 0x dy dy

Zmiana wydatku dQ w czasie dt w obszarze filtracji powoduje wzrost lub ubytek catkowitej objetosci fazy
ciektej w obszarze filtracji:

dv
dQ==",
R

gdzie dV okresla przyrost objetosci obszaru elementarnego, ktéry mozna wyrazi¢ wzorem:
dV =dQdt .
Zmiane objetosci dV mozemy w przyblizeniu obliczy¢ ze wzoru:

dV = dHdxdy ,

gdzie U, jest wspotczynnikiem porowatosci efektywne;.

Poniewaz dH okresla przyrost wysokosci hydraulicznej w czasie dt, mozemy uwzgledniajgc fakt, ze
przyjety przez nas uktad odniesienia jest uktadem Lagrange’a , zapisaé:

dH=a—Hdt,
ot

wiec:
dv =pu, aa—l;ldxdydt .

Korzystajgc z powyzszych wzoréw mozna zapisac:

10 % eayar = ki(Ha—Hjﬂci w2 e | aayar
ot 0x 0x dy dy

Dzielac obie strony rownania przez dxdydt dostajemy ostatecznie rownanie Boussinesqu’a w postaci:

luea_H:ki(Ha_Hj+ki Ha_H +£.
ot Ox 0x dy dy

W przypadku braku infiltracji rownanie Boussinesqu’a sprowadza sie do réwnania Dupuit dla
przypadku przeptywu przestrzennego (model dwuwymiarowy przeptywu tréjwymiarowego).

Powyzsze réwnanie Blad! Nie mozna odnalez¢ zrédita odwotania. jest nieliniowe i z tego
powodu istnieje istotna trudnos¢ w jego rozwigzywaniu. W takim przypadku poszukuje sie réwnania
liniowego, ktére daje rozwigzania zblizone do réwnania oryginalnego. Poszukiwanie takiego réwnania
nazywa sie procesem linearyzacji, a ekwiwalentne rownanie liniowe réwnaniem zlinearyzowanym
Boussinesqu’a.

Powyzej zostato wyprowadzone réwnanie Boussinesqa), kitére dla ptaskiego przeptywu
swobodnego ma postaci:



H H
,uea——ki(Ha—j—gzo, (©.1)
ot Ox Ox
gdzie:
o H (x,t) okresla wysokos¢ hydrauliczng ,

O & oznacza intensywno$¢ infiltracji wody,
M, jest to wspotczynnik porowatosci efektywnej, ktory rowna sie odsgczalnosci, jesli
zwierciadto wody opada bgdz niedostatkowi nasycenia, jesli sie podnosi.

O

Rys. 9.2 Schemat zadania ptaskiego przeptywu nieustalonego.

Ponizej rozwigzemy zagadnienie ptaskiego przeptywu nieustalonego. Problem ten nie zostanie
rozwigzany dla przypadku ogolnego. Rozwigzemy jedno z najprostszych zagadnien brzegowych,
wprowadzajgc szereg zatozen upraszczajgcych. Rozwazaé bedziemy warstwe gruntu o ograniczonej
migzszosci, spoczywajgcg na poziomej warstwie nieprzepuszczalnej. Warstwa przepuszczalna jest
izotropowa i jednorodna w catej swojej rozciggtosci. Poziom wody w rozwazanej warstwie w chwili
poczatkowej jest jednakowy wzgledem granicy warstw i wynosi Ho (rys.9.2).

W chwili t=0 rozpoczynamy wpompowywanie wody ze statym wydatkiem Q do rowu siggajgcego
do warstwy nieprzepuszczalnej i przecinajgcego naszg warstwe przepuszczalng. Na skutek
podnoszenia sie wody w rowie wystepuje nieustalony przeptyw wody przez warstwe przepuszczalng.
Naszym zadaniem bedzie okreslenie ewolucji zwierciadta swobodnego w czasie.

Roéwnanie Bousinessga jest nieliniowe. Aby uzyskaé rozwigzanie tego réwnania w postaci
zamknietej dokonamy linearyzacji tego réwnania zgodnie z pomystem Boussinesqa. Wysokos¢
potozenia zwierciadta wody H mozemy wyrazi¢ wzorem:

H=z+h, (9.2)

gdzie z okresla potozenie wody wzgledem jego potozenia poczatkowego w chwili t=0.
Pomijajac infiltracje & oraz uwzgledniajac (9.2) w rownaniu Boussinesqa dostajemy:

oz+h) 40 o(z+h) |
Ho—— kax[(z+/70) > |70 (9.3)



0z
Zatézmy nastepnie, ze z jest mate w stosunku do Ho. Wiec czion réwnania a—(za— jest maty w
X X

poréwnaniu z pozostatym cztonami rownania i mozna go pominag¢. Uwzgledniajac powyzsze zatozenia,
réwnanie wyjsciowe upraszcza sie do postaci:

0’z  ,0z
I — =0 , 94
o o 64
gdzie:
g2 =He (9.5)
kh,

0

Otrzymane réwnanie (9.4) jest réwnaniem rézniczkowym drugiego stopnia o pochodnych
czastkowych, ktérego posta¢ jest identyczna z réwnaniem przewodnictwa cieplnego Fouriera.
Nalezy ono do rodziny réwnan parabolicznych.

Aby przystapi¢ do rozwigzania zadania, konieczne jest sformutowanie warunkéw granicznych.

Warunek poczatkowy wynika bezposrednio z przyjetego zatozenia, ze potozenie zwierciadta
wody w chwili t=0 znajdowato sie na wysokosci Ho wzgledem warstwy nieprzepuszczalnej, wiec:

dlat - 0=2z=0. (9.6)

Pierwszy warunek brzegowy okreslimy z warunku, ze wydatek Q wptywajgcy do osrodka
odniesiony do jednostki diugosci rowu okresla wzrost objeto$ci wody pomiedzy zwierciadtem wody w
gruncie w dowolnej chwili t i zwierciadtem swobodnym w chwili poczatkowej (rys.7.24).

- dv

)
-

dx

Rys. 9.3 llustracja pierwszego warunku brzegowego.

Wzrost objetosci wody w elemencie dx i szerokosci jednostkowej wynosi:

av :ueaa—jdfdx.

Wzrost objetosci cieczy w jednostce czasu dla paseczka o dtugosci dx wynosi:

av 0z
— =y, —ax.
at ot



Catkowity wzrost objetosci cieczy wptywajacej do osrodka po jednej stronie rowu w jednostce
czasu rowna sie potowie wydatku wprowadzonego do rowu:

t0
Q(t)=2p,] a—jdx , (9.7)
0

gdzie n(t) okresla pseudofunkcje Heaviseida [rys.9.4].
f

Rys. 9.4 Funkcja Heaviseida.

Drugi warunek brzegowy wynika z zatozenia, ze wprowadzony do rowu wydatek nie ma
wptywu na poziom wody w nieskohnczenie duzej odlegtosci od rowu, wiec:

X—>°0=>Z:O. (98)

Rozwigzanie zadania przeprowadzimy wykorzystujgc transformacje Laplace’a zdefiniowang
zwigzkiem:

00

F(s)=] rlelear, (9.9
gdzie: 0

§ =Y+ - parametr transformacjii i =« -1,
f(t) = funkcja transformowana — funkcja oryginatu,
f(s) < funkcja w postaci transformowanej — funkcja obrazu w przestrzeni Laplace’a.

Wz6r (9.9) nazywa sie prostym przeksztalceniem Laplace’a. Zwigzek pomiedzy funkcjg
transformowang f (t) a jej Laplace’owskim obrazem f(s) oznaczamy:

Fls) =Ll ().
Gdy znamy funkcje obrazu f(s) funkcje oryginatu f(t) obliczamy stosujgc odwrotne
przeksztatcenie Laplace’a zdefiniowane zwigzkiem:
1 X+ foo

f(¢) T f(s)eds. (9.10)

X joo

Operacje obliczania transformaty f (t) oznaczamy:

£)=27[76)]. (0.11)



Przy rozwigzywaniu zagadnien technicznych dla znajdowania funkcji obrazu, jak rowniez oryginatu,
korzystamy z tablic przeksztaicen Laplace’a np. [Ditkin, Prudnikow, 1964] lub z programéw
matematycznych, np. [Mathematica 5], [Maple8].

Gdy brak w tablicach funkcji oryginatu lub obrazu, korzystamy z podstawowych wilasnosci
przeksztatcenia Laplace’a pokazanych wyzej i staramy sie tak przeksztatci¢ funkcje transformowana,
by mozliwe byto skorzystanie z tablic.

W przypadku, gdy nie ma mozliwosci skorzystania z tablic zastosowania odwrotnego
przeksztatcenia Laplace’a sprowadza sie ono do obliczenia catki wzdtuz prostej rownolegtej do osi
urojonej na 0got nieujemnej odcietej, przy czym catka jest brana w sensie wartosci gtéwnej Cauchy’ego,
tzn.

x+ico x+iR
j-:hm j .. (9.12)

Ro»
x—ico x—iR

Zazwyczaj przy obliczaniu odwrotnego przeksztatcenia postepuje sie tak: transformate f(s) traktuje
sie jako petng funkcje analityczna, tzn. wraz ze wszelkimi jej przedtuzeniami analitycznymi i catkuje sie
wzdtuz odpowiednio dobranych x zamknietego konturu, ktérego czescig jest odcinek (x—iR,x+ iR) ,

nastepnie przechodzi sie do granicy przy R — . Korzysta sie przy tym z twierdzenia Cauchy’ego o
residuach i z lematu Jordana [].

Przechodzac do rozwigzania naszego zagadnienia brzegowego, okreslimy transformate funkcji ,2”
wzorem:

7 = jze‘“dt. (9.13)
0

Wykonamy transformate Laplace’a na réwnaniu wyjsciowym, przy czym uwzgledniamy zerowy warunek
poczatkowy wyrazony zwigzkiem (9.6).
Dostaniemy:

0%z
x2

-a’zs=0. (9.14)

Przetransformowane warunki brzegowe majg postac:

ZQS =n gsz(x,s)dx,
(9.15)
Z(x,s)‘xﬁm =0.
Jak fatwo sprawdzi¢, rozwiazaniem réwnania (9.14) jest funkcja:
2(x,5) = A(s)e™” + B(s)e™ " . (9.16)

Wykorzystujgc drugi warunek brzegowy (9.15) dostajemy:

Als)=0. (9.17)



Wiec rozwigzanie Z upraszcza sie do postaci:
Z(x, s) = B(s)e'”& . (9.18)
Wykorzystujgc nastepnie pierwszy warunek brzegowy (9.15) dostajemy:

% = ,quB(s) e ™ adx . (9.19)

Stad wyznaczy¢é mozemy funkcje B(s):

aq
2u,5Vs

Ostatecznie dostaniemy transformate funkgiji z(x,t) w postaci:

. ak s
Z(X,S):me \/—

W programie Mathematica znajdziemy, ze:

B(s)= (9.20)

(9.21)

el . " e
T odpowiada funkcji
s

Mozemy na podstawie powyzszej relacji okresli¢ oryginat funkcji sZ(x, y), a wiec predkos¢ zmiany
zwierciadta swobodnego w czasie. Dostajemy mianowicie:

a’x*

GZ(X,I‘)_ aQ e “

= (9.22)
ot 2,ue\/7—r Jt
skad po pocatowaniu po czasie dostajemy:
a2X2
z X, = ar. (9.23)
( 2,ue\/_ I Jr

Mozemy sprawdzi¢, ze uzyskane rozwigzanie spetnia réwnanie wyjsciowe (9.4) i warunki
graniczne (9.6) i (9.7) oraz (9.8).

Catke wystepujgcg w rozwigzaniu mozna obliczy¢ metodami przyblizonymi i wyrazi¢ jg za
pomocg znanej i stabelaryzowanej funkcji btedu &.
W tym celu wprowadzimy podstawienie:

=a?, (9.24)

stad



ar da
—— = —ax— (9.25)

Jr a*’

przyczym @ — o, gdy 7=0

ax
oraz @ -» O, =—=,9dy T - [.

2t

Stad dostajemy:

2 a;
z(x,t):;n(j)]_;j ® da. (9.26)

Calkujac uzyskang catke przez czesci dostajemy:

_ax (e
Z(X’t)_—z,u\/z_r "

o 2j e da|. (9.27)

Wiedzac, ze:

o da=""1-6la).

a

mozemy rozwigzanie (9.27) zapisa¢ w postaci:

_HeX®
z(x,t)=Q #e shng _ QX 1-6| x |-H_ ||, (9.28)
L1 7Tkh, 2kH akhyt

Wizualizacje powyzszego wzoru przedstawiono na rys. 7.26, przy czym obliczenia wykonano dla
nastepujgcych wartosci parametrow:

k=10"m/s; B, =10m;Q =10"m’/s; i, =0,2.

Iriana wysokosci hydraulicznej w procesie filtracji nieustalonej z/z0




Rys. 7.26. Wizualizacja zmiany Z(x,f)/ z, ;(Z, = ); (obliczenia wykonano programem

_Q
NE

Mathematica 5).

Korzystajgc z rozwigzania (9.28), mozemy juz obliczy¢ numeryczne wartosci funkcji z(x,t) z dowolng
doktadnoscig. Funkcja btedu 5(a) ma swoje przedstawienie w postaci szeregu:

2 a3 a5 aZn+1
Oa)=——|a-——+—+...+-1) —(—<+...|. 9.29
(@) ﬁ( 1325 =) nl(2n +1) j 929
Korzystajgc z (9.29) mozna zapisac, ze:
3 2n+l
ﬁ[l—e(a)]:ﬁ—a+a—+...+(—1)"ai+.... (9.30)
2 13 n(2n+1)
Funkcje 67 mozna przedstawic¢ w postaci szeregu:
-a* 3 (2n+1)
e—=l—a+a—+...+(—1)"+1 g (9.31)
a a 2! (2n+1)

Funkcje z(x,t) mozna uwzgledniajgc (9.29) i (9.31) przedstawi¢ w postaci szeregu:
3

B Qx l_ _i Y aZn+1
Z(x’t)_zkhoﬁ(a Jm+a 6 +..+(-1) (n+1)!(n+1)+...j, (9.32)

a=x _He ) (9.33)
4khyt

Jezeli O jest mate, mozemy ograniczy¢ sig¢ do dwdch pierwszych cztonéw szeregu i uzyskamy
rozwigzanie przyblizone w postaci:

z(x.t)0 @ ( 4/(/702‘—)(). (9.34)

gdzie:

2kh\\ pm
Ze wzoru (9.34) okreslamy w przyblizeniu zasieg depresji wzorem:

RO 4yt . (9.35)

T

Wz6r (9.35) mozna znalez¢ w ,Poradniku Hydrogeologa” w postaci:

khyt
He

R=1.13 (9.36)



Przyktad liczbowy:

Rozwazmy warstwe o migzszosci /7 =2m . Poziom poczatkowy wody znajduje sie na
wysokosci h, =1m. W chwili poczatkowej mamy do czynienia z zerowym warunkiem poczatkowym.

Poprzednio wyprowadzony wzér na przebieg zwierciadta swobodnego w czasie mozemy przedstawic
w formie:

z=z,f(a),
gdzie
=&
2kl 7T
natomiast

10)=<" - Ili-6(a)]

a

w przypadku rozwigzania scistego, a w przypadku rozwigzania przyblizonego:
1
fla)=—"-m.
a
Przebieg funkciji z/ z, dla kolejnych wartosci @ w przypadku rozwigzania scistego i przyblizonego
przedstawiono narys. 7.27.

Imiana wysokosci hydrauliczne] w funkcji u
B_

Fozwigzanie przyblizone
Rozwigzanie scisle

Rys. 7.27. Przebieg funkciji f(ar) dla wartosci @ od 0.01 do 1,0
(obliczenia i wykres z programu Mapple 8).




Z rysunku tego wida¢, ze mozna rozwigzanie przyblizone stosowaé dla wartosci mniejszych od
0,5 bez popetnienia wiekszego btedu. Dla ' wiekszego od 0,5 uzyskujemy dla przypadku rozwigzania

przyblizonego ujemne wartosci z/ z, , CO jest oczywiscie sprzeczne zarowno z rozwigzaniem $cistym,
jak i z naturalnym wyczuciem przebiegu krzywizny zwierciadta swobodnego.

9.2 Radialny przeptyw nieustalony.

Przyjmujac uproszczenie identyczne jak w przypadku ptaskiego przeptywu nieustalonego,
zlinearyzowane réwnanie Boussinesga sprowadza sie do postaci

0°z 10z _ ,07 _

g, 1 =0, 9.37
or? ror ot (8:37)

gdzie:

_H,
kh,’

przy czym r jest wspotrzedng w radialnym uktadzie wspotrzednych, a pozostate oznaczenia sg takie
same, jak w przypadku zagadnienia ptaskiego.

a

Rys. 38 Schemat dla przypadku przeptywu radialnego.

Zaktadamy podobnie jak w poprzednich zadaniach, ze w chwili # = —0 powierzchnia swobodna
jest ptaska, znajduje sie na wysokosci h, wzgledem warstwy nieprzepuszczalnej (rys. 7.28).

W chwili =40 rozpoczynamy wpompowywanie do studni o promieniu 7, wody o statej
intensywnosci zasilania okreslonej wydatkiem (). Bedziemy poszukiwali funkcji wzniosu zwierciadta

swobodnego ponad poczgtkowe potozenie z(r, t).
Warunki graniczne rozpatrywanego zadania sg nastepujace:

z=0 dia 1=0, (9.38)
z=0 dia r o o, (9.39)

(9.40) Q,(¢)= 27Weff3—jdf-
0



Niech Z (r, s) oznacza transformate Laplace’a funkcji z(r, s) wyrazong wzorem:

2(r,s) = [ 2(r,t)e™ar. (9.41)
0

Poniewaz warunek poczatkowy ma postac:

z(r,0)=0, (9.42)

0z
obrazem funkcji a w przestrzeni Laplace’a bedzie SZ(r, s).

Réwnanie rozniczkowe w przestrzeni Laplace’a ma postac:
9’z 10z

F+—a—+i2a2s2 =0, (9.43)
r r or

gdzie: i = \/—_1 .

Przetransformowane warunki brzegowe majg postac:

Z(r,s)‘rm =0,
(9.44)

Rownanie (9.43) jest zmodyfikowanym réwnaniem Bessela i jego rozwigzanie ma postac:
Z(r, s) = A(s)l0 (arﬁ) + B(s)K0 (aer). (9.45)

Funkcja 1, (aer ) jest funkcjg Bessela pierwszego rodzaju rzedu zerowego a K| (aer ) jest
funkcja Bessela drugiego rodzaju rzedu zerowego.

Poniewaz wiadomo, ze funkcja I (arﬁ) dazy do nieskonczonosci, gdy r — %, a
K, (arﬁ ) dazy do zera, wigc aby byt spetniony pierwszy warunek brzegowy z warunkow (9.44), A(s)
musi by¢ réwne zeru. Pozostaje, wigc:

Z(r, s) = B(s)K0 (arﬁ). (9.46)
Rozwigzanie (9.46) spetnia rbwnanie problemu i dwa pierwsze warunki graniczne: warunek poczatkowy

(9.(42)) i pierwszy warunek brzegowy (9.44). Z drugiego warunku brzegowego (9.44) okreslimy funkcje
Bls).

27552 = —/3’(5;)IK0 (ar\/g )rdr. (9.47)

Podstawiajac :



ar\s =a, (9.48)
wyrazimy (9.47) w postaci:
aqQ T
=-B(s)|K,(a)ada. 9.49
- ==B(s)[K,(a) (©49)

0

Korzystajgc z wtasnosci transformaciji Laplace’a:

]2 fla)ada = dl;gs)

0

7. (9.50)

gdzie F (s) jest obrazem funkcji f (a) w przestrzeni Laplace’a. Wykorzystujgc tablice przeksztatcenia
Laplace’a znajdziemy:

- log(s +\/ﬁ)
Koot

= F(s), (9.51)

wiec

dF(s) _ 1 slog(s+x/ﬁ)'

ds  s*-1 (s2—1 s? =1

(9.52)

Mozemy okresli¢ warto$¢ pochodnej funkcji F(s) dla s - ©is=0. Mamy wiec:

dla s — 00 dI:l(s) =0
s
oraz
dla s=0 dI:l(s) =-1,
s
Wiec:
dF(S) o _1
ds °

Ostatecznie dostajemy:

K,(a)ada =1. (9.53)

O ey 8

Wstawiajagc uzyskany rezultat do zwigzku (9.49) dostajemy:

_aa
2mLs

B(s)= (9.54)

Obraz funkcji z(r, t) w przestrzeni Laplace’a ma wiec postac:



2
z(r,s) :_Za Q Ko(ar\/g). (9.55)

e

Korzystajgc, np. z programu Mathematica, znajdziemy retransformate funkcji sZ (r, s):

exp| ———
0 N 2
Zg; ):—f; E t4t , (9.56)

i ostateczne rozwigzanie zadania otrzymujemy w postaci:

t 2
z(r,t)=- @ [exp| - Hol”1aT. (9.57)
47K Akhor | T

00

Mozna bez trudu sprawdzi¢, czy uzyskane rozwigzanie spetnia réwnanie problemu i warunki graniczne.
Dokonujac podstawienia:

B= : (9.58)

Iexp(—ﬁ)d—; . (9.59)

exp(- ﬁ)d’f” = Ei(B), (9.60)
B

a funkcja E i (,8) jest funkcja wyktadniczo — catkowg stabelaryzowang, mozna korzystajac z tablic na
przyktad [Ditkina, Prudnikowa, 1964] lub programéw matematycznych, [Mathematica 5] lub [Mapple8],
tatwo obliczy¢ wartosci funkcji z(r, t) bez koniecznosci wykonywania obliczen numerycznych.

Korzystajac z funkcji £/(), rozwigzanie zadania zapisujemy w postaci:

z(r,t) =_4rrkh0 Ei(B), (9.61)
gdzie:
p=Lel_ s (9.62)
4khyt '

Przyktad liczbowy.

Przyjmijmy nastepujace parametry zadania:



h, =10m; k =10°m/s; Q =1,256*10°m’ / s oraz y, =0,2
Dostaniemy funkcje (9.61) w postaci:

z(r,t)=-0.10F/(5,0%r*/1).

Obliczenia wykonamy dla czaséw t rownych: 10*s;10°s ;10°s;10'"s . Wyniki obliczen zwierciadta
wody zobrazowano na wykresie —rys. 7.29

z(r)(om)

20 40 60 80 100

Rys. 39 Przebieg funkcji potozenia zwierciadta wody w czasie
a)t=10's,b)t=10°s, ¢) t=10°s, d) t=10"s.
Wygodniej, w niektorych przypadkach skorzysta¢ z rozwinigcia w szeregu funkcji E/(,B) ,ktére ma
postac:

Ei(B)=-log B’ +> (-1)"" L : (9.63)
o nn
gdzie y =0.577 jest statg Eulera.
,.2
Zastepujac e’ przez odpowiednig warto$é cyfrowg oraz [ przez: zﬁ?h 7 otrzymamy ostateczne
0
rozwigzanie:
225kh it L a1 \ KDt
z(r.t)= Q| og Y (-1)T A (9.64)
A1tkh, Hr pr 4"n'n
ey Kol . . . .
Jezeli czion ; jest maty, mozemy przedstawi¢ rozwigzanie w postaci przyblizonej:
0
2.25kh,t
z(r,t)= @ log . (9.65)
411KA, nr

Ktzrzyitajqc z rozwigzania przyblizonego (9.65), mozemy okreslic promien leja depresji podstawiajgc
z\r,t)=0:



R=15 kit . (9.66)

He

Rozwigzanie przyblizone mozna przedstawi¢ w postaci:

R
2(r,1) = 27§h log . (9.67)
0

Przedstawione powyzej rozwigzanie, dotyczace zachowania sig¢ zwierciadta swobodnego w
czasie nie majg charakteru Scistego. Wprowadzone hipotezy upraszczajgce, ktore pozwolity na
znalezienie rozwigzania rownania rézniczkowego Boussinesga w postaci zamknietej, uniemozliwiajg
dokfadniejszg analize fizyczng uzyskanych rozwigzan.

Mozemy jednakze stwierdzi¢, ze rezultaty te stanowig pewne przyblizenie (chociaz mato
doktadne) procesu filtracji nieustalonej, mozna je jednak, naszym zdaniem, wykorzystywac¢ dla potrzeb
praktyki inzynierskiej.

Nalezy podkresli¢, ze wyprowadzone wzory mozna stosowac¢ zarédwno w przypadku, gdy
wprowadzamy wode ze statym wydatkiem do os$rodka gruntowego, jak rowniez wtedy, gdy drenujemy
warstwe wodonosng. W tym ostatnim przypadku nalezy jednak zwr6ci¢ uwage na odmienny sens

wspotczynnika porowatosci 4/, .



