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WYK	AD XIII 
METODY NUMERYCZNE W MODELOWANIU PROCESÓW 

Cz���  II 

13.3 METODA ELEMENTÓW SKO � CZONYCH. 

13.3.1 Wst � p. 

 
Metoda elementów sko� czonych (MES) zosta
a zapocz� tkowana przez Turnera w 1956 r., 

jakkolwiek wymienia si�  równie�  nazwisko Couranta, którego matematyczna praca z 1942 r. stanowi 
podwaliny tej metody. Rozwój MES nast� pi
 w pó� nych latach sze�� dziesi� tych i siedemdziesi� tych wraz 
z rozwojem techniki komputerowej, która umo� liwi
a rozwi� zywanie bardziej z
o� onych zagadnie�  
mechaniki, m.in. problemów nieliniowych. Lata osiemdziesi� te to dalszy rozwój metody w ró� nych 
dziedzinach mechaniki klasycznej, mechaniki p
ynów i termodynamiki, nieliniowych zagadnie�  
geometrycznych i materia
owych, drga�  itp. W Polsce popularno��  tej metody zosta
a zapocz� tkowana 
podr� cznikiem O.C. Zienkiewicza: Metoda Elementów Sko� czonych, przet
umaczonym przez prof. Igora 
Kisiela z Politechniki Wroc
awskiej, podr� cznika wydanego w 1972 r. Obecnie dzi� ki powszechno� ci 
komputerów osobistych i ich stale rosn� cych mocy obliczeniowych metoda elementów sko� czonych jest 
powszechnie dost� pna i wykorzystywana w nauce przez pracowników i studentów oraz przez liczne biura 
projektowe. 
 
13.3.2 Podstawy MES. 
 

Metoda elementów sko� czonych polega na dyskretyzacji kontinuum sko� czon�  liczb�  
podobszarów (elementów) zwykle o prostej geometrii, które s�  ze sob�  po
� czone w punktach nazywanych 
w� z
ami, najcz�� ciej wyst� puj� cymi w naro� ach elementów. W w� z
ach  elementów poszukiwane jest 
przybli� one rozwi� zanie równania ró� niczkowego lub uk
adu równa� . Jest to wi� c zasadnicza ró� nica w 
stosunku do rozwi� zania metod�  ró� nic sko� czonych, w której dyskretyzacji podlegaj�  równania 
ró� niczkowe, podczas gdy w MES dyskretyzuje si�  obszar rozwi� zania. Metoda elementów sko� czonych 
dla wielu zagadnie�  wykazuje przewag�  nad klasyczn�  metod�  ró� nic sko� czonych, szczególnie w 
przypadku niejednorodno� ci o� rodka i z
o� onych geometrycznie warunków brzegowych, które s�  w MES 
spe
nione w sposób naturalny. Ponadto zalet�  MES jest 
atwo��  budowania algorytmów obliczeniowych i 
ich uniezale� nienie od warunków brzegowych i pocz� tkowych. 

 
Algorytm oblicze�  MES mo� na przedstawi�  w postaci w postaci nast� puj� cych etapów: 
 

1. dokonanie podzia
u obszaru rozwi� zania na podobszary w postaci prostych geometrycznie 
elementów, zwykle trójk� tów lub prostok� tów (czworok� tów) dla zagadnienia 2D, albo 
czworo� cianów, graniastos
upów lub prostopad
o� cianów w problemach trójwymiarowych; 

2. wybór punktów w� z
owych dla wybranego typu elementu, w których okre� lane b� d�  niewiadome 
warto� ci wielko� ci fizycznych. Iloczyn liczby punktów w� z
owych i liczby niewiadomych w w�� le 
stanowi wymiar uk
adu równa�  algebraicznych; 

3.  wybór funkcji rozk
adu niewiadomych wielko� ci fizycznych w elemencie w zale� no� ci od warto� ci 
w� z
owych; 

4. przekszta
cenie równa�  ró� niczkowych do uk
adu równa�  algebraicznych poprzez zastosowanie 
funkcji wagowych; 

5. u
o� enie uk
adu równa�  algebraicznych dla ca
ego obszaru na podstawie informacji o topologii 
elementów i w� z
ów; 

6. uwzgl� dnienie w macierzy warunków brzegowych i pocz� tkowych poprzez modyfikacj�  
wspó
czynników lub eliminacj�  cz�� ci równa� ;  
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7. rozwi� zanie uk
adu równa�  i znalezienie warto� ci poszukiwanych wielko� ci fizycznych w w� z
ach 
obszaru; 

8. dla zagadnie�  nieliniowych lub niestacjonarnych powtarzanie etapów 6 i 7 a�  do uzyskania �� danej 
dok
adno� ci lub osi� gni� cia wymaganej liczby kroków czasowych. 

 
Istnieje kilka sformu
owa�  MES. Najcz�� ciej stosuje si�  podej� cie wariacyjne, polegaj� ce na 

minimalizacji funkcjona
u lub sformu
owanie Galerkina oparte na metodzie wa� onych reziduów (reszt). 
Nale� y podkre� li� , � e obie metody prowadz�  do jednakowego rozwi� zania, tj. zbudowania takiego samego 
uk
adu równa�  algebraicznych. 
 
13.3.3 Metoda wa � onych reziduów  

 
Metoda wa� onych reziduów jest narz� dziem rozwi� zywania równa�  ró� niczkowych i posiada kilka 

odmian. Je� li dowolne równanie ró� niczkowe wa� ne jest w obszarze ci� g
ym i ograniczonym W, zapiszemy 
symbolicznie w postaci: 

 ( ) 0 wL u = W (13.1) 

z warunkiem brzegowym 
 1 2( ) 0 naB u = G = G + G, (13.2) 

to wstawiaj� c w rów.(13.2) w miejsce funkcji ( , , ) u x y z jej przybli� enie,  otrzymujemy reszt�  R ró� n�  od 

zera, bowiem funkcja aproksymuj� ca û nie spe
ni dok
adnie równania ró� niczkowego: 

 ( )ˆ 0L u R= ¹ . (13.3) 

 
Za
ó� my, � e funkcja ûspe
nia warunki brzegowe (13.2). B
� d aproksymacji R  mo� e by�  minimalizowany 
(w � rednim sensie) przez ortogonalizacj�  wyra� enia (13.3) ,tj.: 
  

 ,  0R w w R d  =
W

= W� , (13.4) 

gdzie w jest funkcj�  wagow�  zale� n�  tylko od wspó
rz� dnych. 
 
Je� eli liczba warto� ci poszukiwanej funkcji w w� z
ach jest n to nale� y wybra�  n-liczbowo niezale� nych 
funkcji wagowych wi (i=1,..n) , z których ka� da musi spe
ni�  równanie (13.4). Uzyskuje si�  w ten sposób 
odpowiedni�  liczb�  równa�  algebraicznych: 
 

  0 dla 1,2,...,iw  R d  = i k
W

W =� . (13.5) 

 
13.3.3.1 Metoda kolokacji . 
 

Je� li przyjmiemy, � e warunek zerowania reziduum b� dzie spe
niony w sko� czonej liczbie punktów 

w W, to wówczas mo� emy wyrazi�  funkcje wagowe jako dystrybucje Diraca - ( ), ix xd , gdzie x  wyra� a 

wspó
rz� dne punktów, w których spe
niony b� dzie warunek (13.5). 
Dystrybucja Diraca posiada t �  w
asno �� , � e dla ka � dej funkcji ci � g
ej w ix  :  

 ( ) ( , ) ( )i if x x x dx f xd
¥

-¥

=� . (13.6) 

Przyjmuj� c posta�  aproksymuj� cej funkcji jako: 

 
1

ˆ
n

k k
k

u a j
=

= � , (13.7) 
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gdzie funkcje kj spe
niaj�  jednorodne warunki brzegowe, równanie (13.4) mo� na zapisa�  nast� puj� co: 

  0i  R d  =d
W

W� , (13.8) 

gdzie: id reprezentuj�  funkcj�  Diraca w punktach kolokacji 1,2,...i n= , R jest wyra� eniem reziduum z 

rów. (13.3).  
W rezultacie ca
kowania (13.8) otrzyma si�  uk
ad równa�  pozwalaj� cy na obliczenie wspó
czynników 

dla 1,...,k k na = , a nast� pnie okre� lenie postaci poszukiwanej funkcji u . 

 
Odmian�  tej metody jest metoda kolokacji podobszarach , w której zak
ada si�  podzia
 obszaru 

rozwi� zania na szereg podobszarów oraz zak
ada si� , � e � redni b
� d w podobszarze zanika. 
Podobszary nie maj�  punktów wspólnych, ale razem pokrywaj�  ca
y obszar rozwi� zania. 

W tym przypadku funkcje wagowe mog�  by�  wyra� one przez funkcje Heaviside’a ( )H x x- , które s�  

zdefiniowane nast� puj� co: 

 ( )
1,

,
0,

x
x

x
>�

- = �
<�

x
H x

x
 (13.9) 

Przypadek kiedy x x= , nie jest rozpatrywany. Przy odpowiednim doborze funkcji 
aproksymuj� cej otrzymany uk
ad równa�  jest to� samy z rozwi� zaniem metod�  ró� nic sko� czonych dla 
funkcji aproksymuj� cej w postaci wielomianu drugiego stopnia. 
 
13.3.3.2 Metoda momentów.  
 

W metodzie momentów wybiera si�  jako funkcje wagowe zbiór funkcji liniowo niezale� nych, t.j. 
spe
niaj� cych warunek: 
 1 1 2 2 1 2... 0 ... 0n n nb f b f b f b b b+ + + = Û = = = = . (13.10) 

 

Dla zagadnienia jednowymiarowego takimi funkcjami s� : 

 21, , ,...x x . (13.11) 

�

Poszukiwana funkcja u jest aproksymowana za pomoc�  równania (13.7). 

Wstawiaj� c powy� sze wyra� enia do warunku zerowania reziduum (13.4) , otrzymuje si�  uk
ad równa�  

zale� ny od parametrów ka , którego rozwi� zanie pozwala na okre� lenie postaci funkcji u . 

 
13.3.3.3 Metoda najmniejszych kwadratów.  
 

Metoda najmniejszych kwadratów jest znana z jako jedna z metod oszacowania b
� du pomiaru. 
Polega na minimalizacji kwadratu b
� du poprzez obliczenie pochodnej i przyrównanie jej do zera. Je� li 
posta�  funkcji aproksymacyjnej wyra� a si�  wzorem (13.7) to wówczas reziduum jest funkcj�  nieznanych 
wspó
czynników ka , a minimalizacja b
� du b� dzie dana uk
adem n równa�  algebraicznych dla 1,...,i n= : 

 ( )( ) ( ) ( )2 ,
, 2 , 0i

i i
i i

R x
R x d R x d

a
a a

a aW W

¶¶
W = W =

¶ ¶� � . (13.12) 

Funkcje wagowe w tym przypadku b� d�  dane wyra� eniem: 

 i
i

R
w

a
¶

=
¶

. (13.13) 
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13.3.3.4 Metoda Galerkina. 

Metoda zaproponowana przez Galerkina jest szczególnym przypadkiem metody wa� onych 
reziduów, bowiem stosuje si�  w niej takie same funkcje aproksymuj� ce i wagowe, tj.:  
 1 1 2 2ˆ ... n nu a j a j a j= + + + , (13.14) 

 1 1 2 2 ... n nw b j b j b j= + + + , (13.15) 

co z regu
y prowadzi do najlepszego przybli� enia. Podstawiaj� c powy� sze wyra� enia do równania (13.5) 

otrzymamy uk
ad równa� , których rozwi� zanie da poszukiwane warto� ci ia . 

Cz� sto funkcj�  wagow�  zapisuje si�  w postaci: 

 1 1 2 2 ... n nw ud da j da j da j= = + + + , (13.16) 

gdzie i ida bº , które to wspó
czynniki s�  uto� samiane z wirtualnymi wielko� ciami fizycznymi, np. 

przemieszczeniami lub pr� dko� ciami.  

Dzi� ki swojej w
asno� ci równowa� nych funkcji aproksymacyjnych i wagowych wspó
czynniki w 
uk
adzie równa�  s�  (na ogó
) symetryczne, co ma du� e praktyczne znaczenie przy rozwi� zywaniu tego 
uk
adu.  
 

Metoda Galerkina jest najcz�� ciej wykorzystywana przy formu
owaniu uk
adów równa�  w metodzie 
elementów sko� czonych. Aproksymacji funkcji ( , , )u x y z  wewn� trz elementu sko� czonego dokonuje si�  

przy pomocy liniowej kombinacji nieznanych warto� ci w� z
owych i znanych funkcji bazowych (funkcji 
kszta
tu) :  
 eû =  e eN  u , (13.17) 

gdzie: 

[ ]1 2 nN , N ,..., N=eN   – macierz funkcji bazowych zale� nych tylko od wspó
rz� dnych dla elementu e, 

[ ]1 2 eu ,u ,...,u=eu     –  wektor poszukiwanych warto� ci funkcji w w� z
ach elementu e. 

Dla ca
ego obszaru mo� na zapisa� : 
 û =  N u . (13.18) 
Przyjmuj� c funkcje wagowe wi, takie same jak funkcje bazowe Ni i podstawiaj� c kolejno równanie(13.18) 
do równania(13.3), a nast� pnie do (13.4), mo� na stosowne równanie metody Galerkina zapisa�  
nast� puj� co: 
 

 ˆ( ) N ( ) 0 1,...i iw L u d  = L d =  , i n
W W

W W =� � Nu . (13.19) 

Zak
adaj� c, � e ca
ka po ca
ym obszarze W mo� e by�  zast� piona sum�  ca
ek po elementach, otrzymujemy: 

 i
1

N ( ) ( )
e

m

e

L d  =  L d
=W W

W W�� � T
e e eNu N u N , (13.20) 

gdzie e - oznacza element sko� czony 
 

13.3.4 Przyk
ady rozwi � za�  jednowymiarowych. 

 

Zasady stosowania metody Galerkina przedstawimy na przyk
adzie przep
ywu Poisseville'a. Jest 
to stacjonarny, p
aski przep
yw cieczy lepkiej nie� ci� liwej, poruszaj� cej si�  pod wp
ywem si
y ci�� ko� ci 
pomi� dzy dwiema równoleg
ymi p
ytkami z periodycznymi warunkami brzegowymi (Rys.13.15). Na 
podstawie uzyskanych w p-kcie VI.2 wyników mo� emy równanie ruchu zapisa�  w formie uproszczonej: 
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2

2 1 0
ud    

dy
m - = . (13.21) 

Warunki brzegowe: 
  

 
( ) ( )
( ) ( )
0, , warunek periodyczno� ci,

,0 , 0 warunek adhezji.

= -

= = -

u y u l y

u x u x h
 (13.22) 

 

 
 

Rys.13.15. Schemat obliczeniowy dla przep
ywu p
ask iego pomi � dzy dwiema p
ytkami. 
 

Przyjmijmy na podstawie rów. (13.17), � e funkcja aproksymacyjna w obszarze jednoelementowym 
jest w postaci: 
 1 1û N u=  (13.23) 

oraz   

 1 sin
y

N
h

p
= . (13.24) 

Funkcja ta zosta
a dobrana w taki sposób, by spe
nia�  warunek adhezji na powierzchni p
ytek, tj. 

( ) ( )1 10 0N N h= = . 

St� d: 

 1û sin
y

u
h

p
= . (13.25) 

Obliczamy nast� pnie funkcj�  residuum: 

 
2 2

12 2

û
1 sin 1

d y
R u

dy h h
p p

m m= - = - - . (13.26) 

 
Po podstawieniu do równania (13.4) : 

 

2
2

1 12
0 0

2
1

2
0 0

2 2
1

1 3

sin sin

2
1 2cos

sin
2

2 4
0

2

h h

h h

y y
wRd N Rd u dy

h h h

y
u yh dy dy

h h

u h h
u

h

p p p
m

p
p p

m

p
m

p mp

W

� �
W = W = - - =� 	


 �

-
= - - =

= - - = � = -

� � �

� �  (13.27) 

 
Obliczon�  warto��  1u podstawiamy do równania (13.25): 
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2

3

4
û sin

h y
h

p
mp

= - . (13.28) 

 
B
� d wyznaczenia warto� ci û  w stosunku do rozwi� zania dok
adnego danego wzorem: 

( )1
2

u y h y
m

= - - przedstawiono na wykresie (Rys.13.16) i w tabeli 13.2.dla warto� ci dok
adnych - 2

u
h
m

 

i przybli� onych - 
2

û
h
m

 

 
 

Rys.13.16.  B
 � d tachoidy pr � dko � ci dla rozwi � zania dok
adnego i przybli � onego MES. 
 
 

Tabela 13.2. Procentowy b
 � d rozwi � zania MES 
y/h mu/h2 mû/h2 (u- û)/u       

[%] 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 

0.045 
0.080 
0.105 
0.120 
0.125 

0.039 
0.076 
0.104 
0.122 
0.129 

13.3 
5.0 
1.0 
1.6 
3.0 

 
Istot�  metody elementów sko� czonych jest podzia
 obszaru na elementy sko� czone i odpowiedni 

dobór funkcji bazowych. Funkcje te musz�  aproksymowa�  rozwi� zanie lokalnie, tj. w obr� bie elementu i 
musz�  by�  ci� g
e oraz zapewnia�  ci� g
o��  rozwi� zania na styku elementów. 
Spróbujmy zagadnienie przep
ywu Poisseville'a rozwi� za�  ponownie dla czterech elementów sko� czonych 
o d
ugo� ci l ka� dy (Rys.13.17). 
 

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

warto� ci dok
adne warto� ci przybli� one
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Rys.13.17. Podzia
 obszaru przep
ywu Poisseville'a na elementy. 
 

Ka� dy z elementów jest odcinkiem zbudowanym na dwóch w� z
ach. Dla takiego typu elementu 
zak
ada si� , � e funkcja u  b� dzie liniowa, jak przedstawiono na rysunkach 13.18 i 13.113. 
 

 
 

Rys.13.18. Jednowymiarowy element liniowy. 
 
Posta�  funkcji bazowej jest nast� puj� ca: 

û ay b= + , 

i iu ay b= + , 

j ju ay b= + , 

st� d 

 i jû N N
j i j i j i

i i j i ji
j i j i j i j i

yy y yu u u uy y  u u u u u
y y y y y y y y

-- - -
= - + = + = + =

- - - -
Nu . (13.29) 

 
Funkcje iN  i N j  nazywane s� , ze wzgl� du na swój kszta
t, funkcjami daszkowymi i maj�  nast� puj� ce 

w
asno� ci (Rys.13.19): 
 

 
i i

j j

N =1, N =0 dla w� z
a ,

N =0, N =1 dla w� z
a .

 

�
�
�

i

j  (13.30) 
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Rys.13113. Funkcje daszkowe. 
 
Zauwa� my jeszcze, � e: 
 

 
1 1 1NN , N

2

j

i

y
ji

i

y

dd    dy l
dy l dy l

= - = =� . (13.31) 

Obni� amy rz� d pochodnej w równaniu reziduum poprzez ca
kowanie pierwszego cz
onu przez cz�� ci: 
 

 
2

2
0 0 0 00

hh h h hu du du dwd w dy wdy w dy wdy 
dy dy dydy

m - = - -� � � � . (13.32) 

 
Z warunku brzegowego na u wynika, � e pierwszy cz
on po prawej stronie rów. (13.32) jest równy 

zeru. 
Dla elementu 1 na podstawie równa�  (13.29) i (13.32) oraz z warunku liniowej niezale� no� ci funkcji 
bazowych obliczamy: 
 
dla w� z
a 1: 

 
22

11

ˆ
0

yy
1

1
yy

du dN N du =
dy dy

m- - �� , (13.33) 

 
st� d: 
  

 1 2 1
2

u u l
l l

m� �- =� 	

 �

; (13.34) 

 
dla w� z
a 2: 
 
  

 
2 2

1 1

2
2

ˆ
0

y y

y y

dNdu
 dy N dy

dy dy
m- - =� � , (13.35) 

st� d: 

 1 2 1
( )

2
u u

 l
l l

m - + = . (13.36) 

 
Równanie macierzowe elementu 1 ma wi� c posta� : 
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1

1 2
2 1

2 2

1 1

1 1

u

ul
m - 
 �
 �
 �

= � �� �� �-� � � � � �
. (13.37) 

 
Powtarzaj� c procedur�  obliczeniow�  dla pozosta
ych trzech elementów mo� emy utworzy�  globalnie 
równanie macierzowe jako sum�  po wszystkich macierzach elementów oznaczonych lini�  przerywan� : 
  
  

 

1
1 2

1 1
2 2 2

1 1
3 2 22

1 1
4 2 2

1
5 2

1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0

.0 1 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1

m

- 
 �
 �
 �
� �� �� � +- + - � �� �� �
� �� �� � = +- + -
� �� �� � +- + - � �� �� �
� �� �� �-� � � � � �

u

u

u
l

u

u

 (13.38) 

Po uwzgl� dninieniu warunku zerowania pr� dko� ci na brzegu (13.22) macierz ta redukuje si�  do postaci 
zaznaczonej lini�  ci� g
� . Rozwi� zanie (13.38) daje nast� puj� ce warto� ci, które odpowiadaj�  rozwi� zaniu 
� cis
emu: 

 
2 2

2 3 4

3 1
,

32 8
h hu u   u
m m

= = = . 

 

13.3.5 Rodzaje elementów i ich funkcje bazowe. 

 
W zale� no� ci od wyboru kszta
tu elementu, liczby w� z
ów w elemencie i ich rozmieszczenia oraz 

wyboru funkcji bazowych otrzymuje si�  ró� ne rodzaje elementów sko� czonych dla rozwi� zania zagadnie�  
jedno-, dwu- i trójwymiarowych, opisanych równaniami ró� niczkowymi rz� du drugiego. Przyk
ady ró� nych 
elementów i ich funkcji bazowych przedstawiono w tabeli 13.3. Obszerne omówienie sposobu 
wyprowadzenia funkcji bazowych dla elementów przedstawionych w tabeli 3 oraz inne rodzaje elementów, 
w tym elementy krzywoliniowe, mo� na znale��  w monografiach [Odena, 1972], [Zienkiewicza, 1978], 
[Owena, 1980]. 
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Tabela 13.3. Rodzaje elementów sko� czonych  

Typ elementu  Geometria elementu  Funkcje  bazowe  
1. Jednowymiarowy 

 
1i

j

N

N

x

x

= -

=
 

2. Jednowymiarowy 
drugiego rz� du   ( )

( )

2

1
1

2
1

1
1

2

i

j

i

N

N

N

x x

x

x x

= -

= -

= +

 

3. Trójk� tny 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2
pole trójk� ta

i i

j j

k k

j k k j j k k j
i

k i i k k i i k
j

i j j i i j j i
k

N L

N L

N L

x y x y y y x x x y
L

A
x y x y y y x x x y

L
A

x y x y y y x x x y
L

A
A

=

=

=

- + - + -
=

- + - + -
=

- + - + -
=

-
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4. Trójk� tny 

drugiego rz� du 

 

w� z
y naro� ne: 

( )2 1i i iN L L= -    itd. 

 
w� z
y na � rodkach boków: 

4m i jN L L=     itd. 

5. Prostok� tny 
(rodzina 
serendipowska) 

 

( ) ( )

( )( )

( )( )

( ) ( )

1
4
1

4
1

4
1

4

i

i

i

i

N b x a y
ab

N b x a y
ab

N b x a y
ab

N b x a y
ab

= - -

= + -

= + +

= - +

 

 

Podstawiaj� c 
x
a

x =  oraz 
y
b

h =  otrzymuje si� : 

( )( )1
1 1 1, 1

4i i i i iN xx hh x h= + + = ± = ±  
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6. Prostok� tny 

drugiego rz� du 
(rodzina 
serendipowska) 

 

W� z
y naro� ne: 

( ) ( ) ( )1
1 1 1

4
1, 1

i i i i i

i i

N xx hh xx hh

x h

= + + + -

= ± = ±
 

W� z
y na � rodkach boków: 

( )( )

( ) ( )

2

2

1
0, 1 1

2
1

0, 1 1
2

i i i

i i i

N

N

x x hh

h xx h

= = - +

= = + -
 

7. Izoparametryczn
y (czworok� t) 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

1
1 1 ,

4
1

1 1 ,
4
1

1 1 , , ,
4
1 1

i m m

j m m

k

l

N x N x

N y N y

N m i j k l

N

x h x h

x h x h

x h

x h

= - - =

= + - =

= + + =

= - +

 

 
8. Czworo� cienny 

 

6

1

, 1

1

1 1

1 , 1

1 1

i i i i
i i

j j j j j

i m m m i m m

k k k k k

j j j j

i m m i m m

k k k k

a b x c y d z
N L

V

x y z y z

a x y z b y z

x y z y z

x z x y

c x z c x y

x z x y

+ + +
= =


 � 
 �
� � � �= =� � � �
� � � �� � � �


 � 
 �
� � � �= =� � � �
� � � �� � � �
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V  – obj� to��  czworo�cianu  

9. Prostopad
o� cian 
(rodzina 
serendipowska) 

 

 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )1
1 1 1

8i i i iN xx hh xx= + + +  

 
 
 
 
 

10. Prostopad
o� cian 
drugiego rz� du 
(rodzina 
serendipowska) 

 

 
W� z
y naro� ne: 

( )( ) ( )( )1
1 1 1 2

8i i i i i i iN xx hh zz xx hh zz= + + + + + -

 
 
W� z
y na � rodkach boków: 

( ) ( ) ( )2

0,

1
1 1 1 itd.

4

i

i i iN

x

x hh xx

=

= - + +
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13.3.6 Aproksymacja lokalna i globalna. 

 

Przedstawione w tabeli 13.3. funkcje kszta
tu wyra� one s�  w lokalnych, charakterystycznych dla 
danego typu elementu uk
adach wspó
rz� dnych wraz z lokaln�  numeracj�  jego w� z
ów. Dla zbudowania 
macierzy dla ca
ego obszaru niezb� dna jest transformacja macierzy poszczególnych elementów do uk
adu 
globalnego. Procedura ta  jest prosta i polega na dodaniu do w
a� ciwych pozycji macierzy ca
ego uk
adu 
równa�  odpowiednich wyrazów macierzy elementu, zgodnie z numeracj�  w� z
ów elementu w uk
adzie 
globalnym (tak jak w rozpatrywanym uprzednio przyk
adzie). W ten sposób globalna reprezentacja funkcji 
aproksymuj� cej jest sum�  jej warto� ci lokalnych uzyskanych z oblicze�  wszystkich elementów 
sko� czonych. Je� eli lokalne uk
ady elementów sko� czonych s�  obrócone w stosunku do uk
adu 
globalnego, jak np. dla elementów izoparametrycznych (poz. 7 w tabeli 13.3), zachodzi potrzeba 
transformacji wspó
rz� dnych dla w
a� ciwego obliczenia pochodnych i ca
ek. Macierz transformacji J , 
zwana macierz�  Jacobiego, zdefiniowana jest nast� puj� co: 
  

 

x y

x x

x x

h h

¶ ¶
 �
� �¶ ¶
� �=

¶ ¶� �
� �¶ ¶� �

J . (13.39) 

Transformacja pochodnych wymaga wykonania nast� puj� cej operacji: 
 
  

 1

uu
x
u u
y

x

h

-

¶
 �¶
 �
� �� � ¶¶ � �� � =

¶ ¶� �� �
� �� �¶ ¶� � � �

J , (13.40) 

 
Obliczanie ca
ek wykonuje si�  wed
ug wzoru: 
  

 ( ) ( ) dx dy d dx h· = ·� � J . (13.41) 

 
Po transformacji macierzy elementów do uk
adu globalnego otrzymujemy uk
ad równa�  liniowych w ogólnej 
postaci macierzowej: 
 ˆAu = b , (13.42) 
 
gdzie macierz A jest symetryczna, pasmowa i dodatnio okre� lona. 
  
W wyniku rozwi� zania uk
adu równa�  (13.42),  tj. znalezienie wektora û , wymaga zastosowania procedury 
numerycznej bezpo� redniej np. Gaussa, metod�  rozk
adu macierzy na uk
ady trójk� tne, metod�  
sprz�� onych gradientów. W przypadku uk
adu równa�  z du�� , rzadk�  macierz�  najcz�� ciej stosuje si�  
metod�  iteracyjnej – Gaussa-Seidela, Jacobiego lub Czybyszewa. W przypadku nieliniowego równania 
konstytutywnego, np. równania Naviera-Stokesa lub/i nieliniowych warunków brzegowych, otrzymamy 
uk
ad równa�  nieliniowych. Rozwi� zanie takiego uk
adu równa�  jest du� o bardziej skomplikowane i trudno 
jest sformu
owa�  jednolite kryterium istnienia rozwi� zania bez dodatkowych za
o� e�  na macierz uk
adu 
równa�  [Fortuna, 2005]. Ogólnie mo� na powiedzie� , � e do rozwi� zania takiego uk
adu stosuje si�  
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procedury iteracyjne takie jak nieliniowa metoda Newtona, Gaussa-Seidela,  lub inne , których szerszy opis 
mo� na znale��  w literaturze [Fortuna, 2005], [Björck,1983], [Zienkiewicz, 1978]. 
 

13.3.7 Algorytm MES rozwi � zania równania przep
ywu cieczy lepkiej i nie � ci � liwej. 
 
 W punkcie 13.2.4.1 zosta
 okre� lony problem przep
ywu cieczy lepkiej, dla której, w skutek wolnego 
p
yni� cia, mo� na w rozwa� aniach pomin��  si
y bezw
adno� ci - opisany równaniem Stokesa. Przyjmijmy 
równie� , � e brzeg obszaru sk
ada�  si�  b� dzie z odcinków brzegu sta
ego i nieprzepuszczalnego na którym 
obowi� zuj�  warunki Dirichleta dla pr� dko� ci oraz odcinków brzegu stanowi� cego granic�  obszaru 
p
ynnego, na którym zadane s�  warunki periodyczno� ci dla ci� nienia oraz pr� dko� ci. W niniejszym punkcie 
przedstawiona zostaniem metoda rozwi� zania tego zagadnienia przy wykorzystaniu techniki sprz�� onych 
gradientów i metody elementów sko� czonych Galerkina.  
  
Wykorzystajmy metod�  spr�� onych gradientów (ze sta
ym krokiem iteracyjnym) do rozwi� zania 
nast� puj� cego zagadnienia opisanego równaniami  -. Za
ó� my ponadto, � e rozwa� amy ci� nienie 

kinematyczne, t.j.:
p

P
r

= : 

 
1o zak
adamy znajomo��  rozk
adu pocz� tkowego ci� nienia dla 0t = : 
  

 0P - periodycznie na fG ; (13.43) 

2o dla   n ³  0   definiujemy nu    i 1nP +  za pomoc�    nP    z równania: 
 

 2 n nf Pm- Ñ = -Ñu   w   W, (13.44) 
 

 0n = ºu g   na  sG , (13.45) 

 

 nu   periodyczne na fG , (13.46) 

  

 1n n nP P a+ = - Ñ×u , (13.47) 

�

 1nP +   periodyczne  na  fG . (13.48) 

 

Metoda ta jest zbie� na gdy [G
owi� ski, 1983]:   

 0 2
N
m

a< <  (13.49) 

gdzie: N - wymiar przestrzeni,a   - parametr maj� cy wymiar kroku czasowego. 
 Zauwa� my jeszcze, � e mimo i�  problem opisany równaniami (13.43) - (13.48) jest rozwi� zaniem n 
niezale� nych zagadnie�  Dirichleta, to przyjmuj� c, � e ta º D  w praktyce sprowadza si�  do rozwi� zywania 
równania ró� nicowego dla pochodnej po czasie: 

 
1

0
n n

nP P
+ =

t

+ -
Ñ×

D
u . (13.50) 

 
 Zastosowanie metody elementów sko� czonych Galerkina do tego zadania wymaga obliczenia 
macierzy elementów dla wszystkich wyra� e�  wyst� puj� cych w równaniach (13.44) i (13.47). Zak
adaj� c, 

� e poszukujemy rozwi� zania w przestrzeni 2R , dogodnie jest zastosowa�  trójk� tne, liniowe elementy 
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sko� czone z niewiadomymi sk
adowymi pr� dko� ciami w naro� ach i ci� nieniem w � rodku elementu 
traktowanym jako funkcja odcinkami sta
a. 
 Stosuj� c klasyczn�  metod�  Galerkina do ka� dego z równa�  otrzymujemy dla elementu 
nast� puj� ce wyra� enia macierzowe: 
 
z równania (6.65) otrzymamy: 
  

 n n
ij j xi xi em = -A u F C P , (13.51) 

 

 n n
ij j yi yi em = -A v F C P , (13.52) 

z równania (6.68) 
  

 1 (n n n
i e i e xij j yij jr+ = - +B P B P E u E v . (13.53) 

 
 Zgodnie z zasadami omówionymi w rozdziale 13.3.3.4 poszczególne wyrazy macierzy obliczane 
s�  na podstawie nast� puj� cych wzorów ca
kowych: 
  
  

 
N NN N( dj ji i

ij e

e

= +   
x x y y

¶ ¶¶ ¶
W

¶ ¶ ¶ ¶W
� )A , (13.54) 

Dla cisnienia przy za
o� eniu, � e jego warto��  w elemencie b� dzie sta
a otrzymamy: 

 

 1di e

e

= W
W
�B , (13.55) 

  

 
N

d , ( )i
i e

e

=    =x,ya a
a

¶
W

¶W
�C , (13.56) 

  

 
N d , ( )N

j
xij i e

e

=    = x, ya
a

¶
W

¶W
�E , (13.57) 

  

 f d , ( )Ni i e

e

=    = x, ya a aW
W
�F . (13.58) 

gdzie: ,i j  oznaczaj�  numery w� z
ów w elemencie sko� czonym (np. dla elementów trójk� tnych 1 do 3), 
w przypadku powtarzania si�  indeksów obowi� zuje umowa sumacyjna, e - oznacza numer elementu. 
 

Praktyczne obliczenia numeryczne zagadnienia przep
ywu Stokesa z periodycznymi warunkami 
brzegowymi zosta
y przedstawione w rozdziale VI.  
 
 

13.3.8 Przyk
ady zastosowania MES. 

 

Przyk
ad 1: Rozwi � zanie zagadnienia op
ywu fundamentu budowli pi � trz � cej. 
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Rozpatrzmy zagadnienie op
ywu budowli pi� trz� cej posadowionej na gruncie przepuszczalnym 
dla wód gruntowych. Zak
adamy, � e mamy do czynienia z o� rodkiem uwarstwionym, z
o� onym z 
dwóch warstw o ró� nych wspó
czynnikach filtracji. Za
ó� my, � e mi�� szo��  warstwy piasku 
grubego zalegaj� cego pod fundamentem budowli pi� trz� cej wy� ej wynosi  1 20m m=  i 

wspó
czynnik filtracji wynosi 410 /k m s-= . Poni� ej tej warstwy zalega warstwa � wiru o mi�� szo� ci 

2 10m m=  i wspó
czynniku filtracji równym 32,5*10 /k m s-= . 

Pod fundamentem budowli pi� trz� cej zosta
y zamontowane dwie � cianki szczelne – jedna o 
d
ugo� ci  1 10L m= , a druga o d
ugo� ci 2 15L m= . Szeroko��  fundamentu budowli pi� trz� cej 

wynosi 25s m= . 

Pomi� dzy � ciankami szczelnymi umiejscowiono dren w postaci rury o � rednicy 0.8d m= . 

Przep
yw wód podziemnych odbywa si�  pod dzia
aniem gradientu wysoko� ci hydraulicznej. 

Dla uproszczenia przyj� to, � e po stronie odpowietrznej wysoko��  hydrauliczna wynosi 0h m= , a 
po stronie zbiornika wodnego wysoko��  h H= -D  wysoko� ci spi� trzenia wody. 

Poszukujemy funkcji potencja
u pr� dko� ci filtracji khF = -  i funkcji pr� du Y . 

Rozpatrywane zagadnienie dotyczy rozwi� zania równania Laplace’a, które dla przypadku 
obliczania potencja
u pr� dko� ci filtracji ma posta� : 

 

 2 0Ñ F = , 
 
a dla przypadku funkcji pr� du: 
 

 2 0Ñ Y = . 
 

Schemat zagadnienia przedstawiono na Rys. 13.20 
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Rys. 13.20. Schemat op
ywu budowli pi � trz � cej z wygenerowan �  siatk �  elementów 

sko � czonych. 

 

Na brzegach obszaru filtracji przyj� to warunki brzegowe ró� ne w zale� no� ci od zagadnienia :  

1. poszukiwania potencja
u pr� dko� ci F - przedstawiono na Rys. 13.21a);   

2. poszukiwania funkcji pr� du  Y - przedstawiono na Rys. 13.21b) . 

 

a) b)  

Rys. 13.21. Warunki brzegowe zagadnienia op
ywu bud owli pi � trz � cej dla oblicze �  
rozk
adu linii ekwipotencjalnych wysoko � ci hydraulicznej: 

a) dla zagadnienia potencja
u pr � dko � ci F , b) dla zagadnienia funkcji pr � du Y . 

 

 

Obliczenia  wykonano dla kilku wielko� ci ró� nicy wysoko� ci hydraulicznej: 10H mD = , 50H mD =
, 100H mD = .  

Na Rys. 13.22 przedstawiono wyniki oblicze�  warto� ci funkcji wysoko� ci hydraulicznej dla 
50H mD = . 

Kszta
t funkcji wysoko� ci hydraulicznej nie ulega zmianie jedynie zmieniaj�  si�   warto� ci funkcji 
( , )h x y  Trójwymiarowy wykres zmian wysoko� ci hydraulicznej dla 50HD = przedstawiono na 

Rys.13. 23. 

Rozk
ad wysoko� ci hydraulicznej wzd
u�  powierzchni ograniczaj� cej od góry obszar filtracji 
obrazuje wykres na rys. 13.24  wykonany dla 50H mD = . 

 

Na podstawie rys. 13.24 mo� na zauwa� y� , � e � cianki szczelne powoduj�  znaczn�  redukcj�  
wysoko� ci hydraulicznej, co znacznie zmniejsza niebezpiecze� stwo utraty stateczno� ci 
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filtracyjnej obszaru filtracji. Dla ilustracji przedstawimy równie�  rozk
ad wysoko� ci hydraulicznej 
wzd
u�  linii rozgraniczaj� cej obszaru o ró� nych wspó
czynnikach filtracji – rys. 13.25. 

 

 

Rys. 13.22. Wyniki oblicze �  warto � ci funkcji wysoko � ci hydraulicznej dla 50H mD = . 
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Rys. 13.23.  Trójwymiarowy wykres wysoko � ci hydraulicznej dla 50H mD = . 
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Rys. 13.24. Wykres wysoko � ci hydraulicznej na linii brzegowej ograniczaj � cej od góry 

obszar filtracji. 

 

 

Rys. 13.25. Wykres wysoko � ci hydraulicznej na linii rozgraniczaj � cej obszary filtracji o 
ró � nych wspó
czynnikach filtracji. 

Dla zobrazowania pola pr� dko� ci filtracji przedstawione je przyk
adowo dla trzech lokalizacji:  

 w pobli� u wyp
ywu wody z gruntu po stronie odpowietrznej (dla 50H mD = ) na Rys. 13.26. 
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Rys.13.26. Pole pr � dko � ci w obszarze wyp
ywu wody po stronie odpowietrznej . 

 w okolicy op
ywu drugiej � cianki szczelnej (dla 50H mD = ) na Rys.13.27. 
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Rys. 13.27. Pole op
ywu w okolicy dolnego ko � ca � cianki szczelnej. 

 w okolicy drenu (dla 50H mD = ) na Rys.13.28: 

 

Rys. 13.28. Pole pr � dko � ci filtracji w pobli � u drenu. 

 

Przyjmuj� c kryterium zaistnienia stanu up
ynnienia gruntu na skutek filtracji, obliczono pole 
skalarne potencja
u si
 masowych Â  (patrz rozdz. IV pracy), który wyra� a si�  wzorem: 

( ) 0

�J�+ �\
r *Â = - + D + Â  

 Wielko��  Â  dla poszczególnych trzech warto� ci 10 , 50 , 100H m H m H mD = D = D =  ma posta�  

wyra� on�  na wykresach Rys. 13.29 a) - d) 
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Rys. 13.213. Pole potencja
u si
 masowych Â : a) dla 10H mD = , b) dla 50H mD = , c) dla 
100H mD = ,d) dla 150H mD = . 

 

Dla zobrazowania powstanie stref up
ynnienia gruntu pokazano na Rys. 13.30. izolinie sk
adowej 
pionowej si
 masowych filtracji dla obszaru najbardziej nara� onego na up
ynnienie. 
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Rys. 13.30.  Wykres sk
adowej pionowej si
 masowych  oddzia
ywuj � cych na szkielet 
gruntowy.      a) dla 10H mD = , b) dla 50H mD = , c) dla 100H mD = ,d) dla 150H mD = . 

 

Na podstawie wykresów 13.29 a)-d) wida� , � e w zale� no� ci od gradientu hydraulicznego zmienia 
si�  w sposób istotny kszta
t funkcji potencja
u si
 masowych, co ma istotny wp
yw na stateczno��  
filtracyjn�  obszaru filtracji. 

 

Z kolei z wykresów 13.30 a)-d) mo� na wnioskowa� , � e dla 10H mD =  nie wyst� puje strefa,  dla 
której sk
adowe pionowe si
 masowych s�  mniejsze lub równe zeru, nie ma wi� c zagro� enia 
wyst� pienia utraty stateczno� ci filtracyjnej. Dla  50H mD =  wielko��  pionowych si
 masowych jest 
w okolicy dolnego ko� ca � cianki szczelnej rz� du wielko� ci zera (obszar oznaczony 
intensywniejszym kolorem zielonym) Sytuacja ta nie zagra� a jednak� e stateczno� ci ca
ego 
obszaru filtracji. W przypadku gdy 100H mD =  obszary te (kolor intensywnie zielony) s�  znacznie 
wi� ksze. Jak wynika to z rysunku 13.30d) dla 150H mD =  obszar oznaczony kolorem s
abym 
zielonym ma dodatnie warto� ci sk
adowej pionowej – jest wi� c obszarem up
ynnienia. Trudno 
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sobie jednak� e wyobrazi�  tak wielkie spi� trzenie wody, wi� c przyj� te zabezpieczenie w postaci 
drenu i � cianek szczelnych zabezpiecza w rozpatrywanym przypadku obszar filtracji dla ró� nicy 
wysoko� ci hydraulicznej 50h mD £ . 

Poni� ej, na Rys. 13.31 przedstawiono analogiczny wykres pionowej sk
adowej si
 masowych, gdy 
nie zastosujemy zabezpiecze�  w postaci � cianek szczelnych i drena� u, a pozosta
e parametry 
zagadnienia brzegowego pozostawimy bez zmiany. Ju�  przy wysoko� ci spi� trzenia równej 40 m. 
warto��  sk
adowej pionowej si
y masowej osi� ga warto��  zero przy wyp
ywie, co mo� e by�  
przyczyn�  post� puj� cego up
ynnienia ca
ego obszaru. 

 

 

Rys. 13.31. Wykres sk
adowej pionowej si
 masowych oddzia
ywuj � cych na szkielet 
gruntowy w przypadku analogicznego zadania ale z po mini � ciem � cianek szczelnych i 

drena � u dla 40H mD = . 

 

Rozwi� zanie drugiego zagadnienia pozwala na okre� lenie funkcji pr� du dla rozpatrywanego 
zadania. Poni� ej na Rys. 13.32 przedstawiono wykres funkcji pr� du Y . 
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Rys. 13.32. Wykres funkcji pr � du. 

�

Przyk
ad 2: Rozwi � zanie zagadnienia filtracji przez grodz �  ziemn �   na gruncie 
przepuszczalnym. 

 

Rozpatrzmy zagadnienie filtracji wody przez grodz�  ziemn�  posadowion�  na gruncie 
przepuszczalnym dla wód gruntowych.  

Za
ó� my, � e mi�� szo��  warstwy piasku grubego zalegaj� cego pod grodz�  ziemn�  budowli 

pi� trz� cej wy� ej wynosi  1 100m m=  i wspó
czynnik filtracji wynosi 410 /k m s-= .  

Grodza ziemna o wysoko� ci 9m ma skarpy nachylone pod katem 045 . Po stronie odpowietrznej, 
u podnó� a skarpy zosta
 po
o� ony dren poziomy o d
ugo� ci 10m. Ca
a szeroko��  zapory mierzona 
u jej podstawy wynosi 20m.  

Za
o� ono wysoko��  spi� trzenia wody na 8m. Wykonano obliczenia metod�  elementów 
sko� czonych przy wykorzystaniu programu Flex PDE5. Obliczenia wykonano w dwóch etapach: 
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1. obliczono funkcj�  wysoko� ci hydraulicznej ( ),h x y , przyjmuj� c warunki brzegowe 

zagadnienia jak na Rys. 13.33; 

 

Rys. 13.33. Warunki brzegowe dla oblicze �  funkcji wysoko � ci hydraulicznej. 

 

 

2. obliczono funkcj�  pr� du ( ),x yY , przyjmuj� c warunki brzegowe jak na Rys. 13.34. 

 

Rys. 13.34. Warunki brzegowe do obliczenia funkcji pr � du Y . 
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Geometri�  obszaru filtracji wraz z wygenerowan�  przez program siatk�  trójk� tnych elementów  
sko� czonych przedstawiono na Rys.13.35. 

 

Rys. 13.35. Geometria obszaru filtracji. 

 

W wyniku oblicze�  otrzymano warto� ci funkcji wysoko� ci hydraulicznej, której prezentacj�  
graficzn�  przedstawiono na Rys.13.36 
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Rys. 2.36.  Rozk
ad wysoko � ci hydraulicznej w obszarze filtracji. 

 

Warto� ci funkcji pr� du dla rozpatrywanego przypadku przedstawiono na Rys. 13.37. 
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Rys. 13.37 Rozk
ad funkcji pr � du. 

 

 

Porównuj� c uzyskane wyniki z rezultatami oblicze�  siatki hydrodynamicznej przep
ywu dla tego 
przypadku  widzimy, � e uzyskane wyniki s�  analogiczne do uzyskanych metod�  analityczn� . 

 

W procesie oblicze�  uzyskano potencja
 si
 masowych, który przedstawiono na Rys. 13.38. 

 

Rys. 13.38. Potencja
 si
 masowych. 

 

Znaj� c warto� ci potencja
u si
 masowych, mo� na obliczy�  strefy wypadkowych pionowych si
 
masowych , okre� li�  czy wyst� puj�  i w jakim zakresie obszary nara� one na utrat�  stateczno� ci 
filtracyjnej. Na przedstawionym poni� ej rysunku 13.39 dostajemy tak�  stref�  przy za
o� onej 
wysoko� ci spi� trzenia wody w okolicy drenu poziomego. 
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Rys. 13.313. Obszary warunku stateczno � ci filtracyjnej. 

 

Jak wida� , obszar przekroczenia warunku stateczno� ci filtracyjnej wyst� puj�  wewn� trz grodzy w 
okolicy ko� ca drenu. Ponadto w do��  obszernym obszarze wypadkowa pionowa si
a masowa jest 
bliska zeru .Jak wida� , przyj� ty poziom spi� trzenia wody stwarza dla przyj� tego modelu filtracji 
sytuacj�  blisk�  utraty stateczno� ci filtracyjnej. Na pewno w obszarze drenu mo� emy liczy�  si�  z 
sufozj�  drobniejszych cz� stek i przemieszczenie si�  ich do obszaru drenu, co mo� e powodowa�  
kolmatacj�  drenu, szczególnie w przypadku gdy do jego wykonania u� yto materia
ów 
geotekstylnych. 

Poni� ej na Rys. 13.40 i  Rys. 13.41 przedstawiono wykresy pr� dko� ci xv  i yv  filtracji wzd
u�  linii 

poziomej stycznej do drenu poziomego. 
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Rys. 13.40.  Wykres pr � dko � ci pionowej wzd
u �  linii 1-2. 

 

 

Rys.  13.41. Wykres pr � dko � ci poziomej wzd
u �  linii 1-2. 

�
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Przyk
ad 3: Rozwi � zanie zagadnienia porospr �� ysto � ci Biota wywo
anej dzia
aniem 
drenów i obci �� enia.  

Rozwi�� emy p
askie zadanie porospr�� ysto� ci w p
askim stanie odkszta
cenia. 

Uk
ad równa�  porospr�� ysto� ci Biota wyra� ony w przemieszczeniach sprowadza si�  do uk
adu 
trzech równa�  ró� niczkowych cz� stkowych, które zgodnie z teori�  konsolidacji Biota 
przedstawion�  w rozdziale IV , ma posta� : 

 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2
2
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,
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s

s
s

¶ ¶ ¶ ¶
+ + + + = -

¶ ¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶
+ + + + = -
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u u v H
M N N M N

x y x y R x

v v u H
M N N M N

x y x y R x

H u v
RK t RK x t y t

 (13.59) 

 

gdzie:  

·  u oznacza przemieszczenie w kierunku osi x, 
·  v oznacza przemieszczenie w kierunku osi y, 
·  s  oznacza napr�� enie w cieczy powi� zane z ci� nieniem p zwi� zkiem: 

 fps = - , (13.60) 
  

·  K jest wspó
czynnikiem wyra� onym wzorem: 

 
2

k
K

f gr
= , (13.61) 

  
przy czym k jest wspólczynnikiem filtracji Darcy’ego, f oznacza porowato�� , a gr  okre� la ci�� ar 

w
a� ciwy wody 

·  M,N,H,R s�  to sta
e Biota rozwa� anego o� rodka . 
 

Powy� szy uk
ad przemieszczeniowych równa�  porospr�� ysto� ci Biota uzupe
niaj� : 

 

Zwi � zki konstytutywne  cia
a Biota dla przypadku procesów izotermicznych: 
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 (13.62) 

gdzie  

·  xxs  jest napr�� eniem normalnym w kierunku osi x, 

·  yys  jest napr�� eniem normalnym w kierunku osi y, 

·  xyt  jest napr�� eniem stycznym, 

·  , ,xx yy xye e e  s�  odkszta
ceniami okre� lonymi zwi� zkami geometrycznymi. 

Zwi � zki geometryczne  w przypadku ma
ych odkszta
ce�  (zwi� zki liniowe): 

 

,

,

1
.

2

e

e

e

¶
=

¶
¶

=
¶

� �¶ ¶
= +� 	¶ ¶
 �

xx

yy

xy

u
x
v
y

v u
x y

 (13.63) 

 

Dla przedstawionego powy� ej rozwi� zano przyk
adowo dwa zagadnienia: 

a. konsolidacj�  warstwy o sko� czonej mi�� szo� ci pod wp
ywem dzia
ania drenów ko
owych 
o okre� lonej � rednicy: jednego odprowadzaj� cego ciecz z o� rodka na skutek dzia
ania 
podci� nienia wzgl� dem ci� nienia atmosferycznego; drugiego nawadniaj� cego o� rodek na 
skutek nadci� nienia wzgl� dem ci� nienia atmosferycznego, 

b. konsolidacj�  warstwy pod wp
ywem obci�� enia przekazywanego przez sztywn�  p
yt�  
fundamentow�  na grunt i drena� u poziomego w postaci rurek drenarskich.  

 

Ad a) Rozwi � zanie zagadnienia asymetrycznego odkszta
ce �  cia
a Biota pod wp
ywem 
dodatniego i ujemnego � ród
a ko
owego cieczy. 

 

Zagadnienie odkszta
ce�  o� rodka Biota pod wp
ywem � róde
 cieczy by
o tematem licznych 
publikacji [Gaszy� skiego 1998, 2004]. 

Do oblicze�  przyj� to nast� puj� ce wielko� ci parametrów o� rodka: 

Wspó
czynnik filtracji 91,5*10 /k m s-= , 

Porowato�� : 0,3f = , 
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Ci�� ar w
a� ciwy wody: 4 310 /g N mr = , 

Sta
e Biota, na podstawie dysertacji doktorskiej [Emmricha, 1984], dla kaolinitu z kopalni „Maria” 
w Nowogród� cu: 

250N MPa= , 

80M MPa= , 

150R MPa= , 

750H MPa= . 

 

Przyj� to, � e warstwa o� rodka ma mi�� szo��  równ�  40mi m=  oraz przyj� to, � e rozpi� to��  
warstwy wynosi 100ld m= . 

� rednic�  drenów przyj� to równ�  0,4d m= , a ich usytuowanie jest symetryczne wzgl� dem osi 

pionowej przechodz� cej przez wspó
rz� dn�  / 2ld . 

Siatk�  elementów sko� czonych oraz geometri�  obszaru pokazano na Rys. 13.42. 

 

Rys. 13.42. Geometria zagadnienia. 

 

Warunki graniczne zagadnienia. 

 

Warunki brzegowe przedstawiono schematycznie  na Rys.13.43. 
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Rys. 13.43. Warunki brzegowe zagadnienia. 

 

Przyj� to nast� puj� ce warunki pocz� tkowe: 

( ) ( ) ( )0 0 00, 0, 10u v kPas= = = - . 

 

Obliczenia wykonano dla czasów:  

2 3 4 5 6 7 8 9 10 200.1 ,1 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,...10t s s s s s s s s s s s s s= . 

Poni� ej przedstawimy tylko wybrane rezultaty dla czasu: 1t s=  i 2010t s= . 

Przemieszczenia dla czasu 1t s=  przedstawiono na Rys. 13.44.  
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Rys. 13.44. Pole wektorowe przemieszczenia dla 1t s= . 

 

Pole przemieszcze�  po zako� czenie procesu konsolidacji obrazuje Rys. 13.37. 

 

Rys. 13.45. Pole wektorowe przemieszcze �  dla 2010t s= . 



� ��
����������������� ���������������� �

�
 

Wida�  wyra� nie ró� nic�  pomi� dzy stanem pocz� tkowym pola przemieszcze�  a polem po 
zako� czeniu procesu konsolidacji cia
a Biota. 

Dla zobrazowania pola przemieszcze�  w� z
ów siatki elementów sko� czonych 
przedstawiono je w skali ska� onej po zako� czeniu procesu konsolidacji na Rys. 13.46 
(przemieszczenia w� z
ów przemno� ono przez liczb�  500).  

 

Rys. 13.46. Przemieszczenia w � z
ów siatki po czasie 2010t s= . 

 

Pole przemieszcze�  poziomych dla czasu 1t s=  przedstawiono na Rys. 13. 47a), natomiast pole 

przemieszcze�  poziomych dla 2010t s=  na Rys. 13.47b). Zarówno dla czasu pocz� tkowego, jak 
i po czasie odpowiednio d
ugim, aby uzna� , � e proces odkszta
ce�  si�  zako� czy
, obraz jest 
symetryczny wzgl� dem osi pionowej przechodz� cej przez po
ow�  szeroko� ci modelu 
obliczeniowego, co zgodne jest z intuicj� . 
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Rys.  13.47. Rozk
ad przemieszcze �  poziomych dla czasu: 

a) dla 1t s= ; b) dla 2010t s= . 

 

Analogicznie rozk
ad przemieszcze�  pionowych przedstawiono dla czasu 1t s=  na Rys. 13.48a) 

oraz dla czasu 2010t s=  na Rys. 13.48b). Wynik oblicze�  pokazuje antysymetryczny charakter 
rozk
adu przemieszcze�  w obszarze konsolidacji. 

 

  

Rys. 13.48. Rozk
ad przemieszcze �  pionowych dla czasu: 

a) dla 1t s= ; b) dla 2010t s= . 

 

Poni� ej przedstawimy porównanie napr�� e�  hydrostatycznych s  prawie „natychmiastowych” po 

czasie 0,1t s=  na Rys. 13.49a  oraz po czasie 2010t s=  na Rys. 13.49b. Widzimy, � e po 

odpowiednio d
ugim czasie napr�� enia hydrostatyczny tworz�  w obszarze filtracji 
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antysymetryczne dwa leje przechodz� ce jeden w drugi. Rozk
ad ci� nie�  s  pozwala okre� li�  linie 
pr� du  filtruj� cej przez o� rodek cieczy. 

 

Rys. 13.413. Trójwymiarowy napr �� e�  wykres hydrostatycznych: 

a) dla 0,1t s= ; b) dla 2010t s= . 

 

Program pozwala na obserwacj�  przep
ywu wody w o� rodku konsoliduj� cym. Dla przyk
adu 
poka� emy pole pr� dko� ci filtracji w pobli� u drenu odci� gaj� cego wod�  z o� rodka (drenu 

ujemnego) dla momentu 1t s=  na Rys. 13.50a) oraz dla 2010t s=  na Rys.13.50b). 
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Rys. 13.50. Pole pr � dko � ci w pobli � u drenu 

a) dla 1t s= ; b) dla 2010t s=  

 

Interesuj� cy jest wykres sk
adowej pionowej pr� dko� ci filtracji na poziome terenu. Przedstawiono 
go na Rys. 13.51.  Zgodnie z przewidywaniem, warto��  sk
adowej pionowej wektora pr� dko� ci 
filtracji zmienia znak i jest skierowana w dó
, w kierunku drenu ujemnego (ss� cego)  w obszarze 
ponad tym drenem oraz w gór�  w obszarze drenu dodatniego. 

 

Rys. 13.51.  Sk
adowa pionowa pr � dko � ci filtracji na brzegu obszaru dla 2010t s= . 
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Ad b) Rozwi � zanie zagadnienia konsolidacji warstwy  pod wp
ywem  obci �� enia 
przekazywanego przez sztywn �  p
yt �  fundamentow �  na grunt pod wp
ywem budowli 
pi � trz � cej i filtracji  

 

Zagadnienie odkszta
ce�  o� rodka Biota pod wp
ywem obci�� enia  by
o tematem licznych 
publikacji [Sobczy� skiej, 1966, 1967], [Strzeleckiego, 1973a, 1973b, 1973c, 1974b], 
[Gaszy� skiego, 1978, 1980, 1998], [Gaszy� skiego i innych, 1975a, 1975b, 1975c, 1976, 1977]. 
Nie znaleziono w literaturze rozwi� za�  analitycznych, w których jednocze� nie do o� rodka 
przyk
adano by obci�� enie i narzucono gradient wysoko� ci hydraulicznej. 

Rozpatrywane przez nas zagadnienie ma charakter dydaktyczny. W zagadnieniach 
zwi� zanych z procesami rzeczywistymi nale� a
oby u
o� y�  pewien scenariusz oblicze� , zwi� zany 
z odwzorowaniem procesów naturalnych, zawieraj� cy proces osiada�  pod wp
ywem si
 ci�� ko� ci, 
proces wzrostu napr�� e�  wywo
any budow�  konstrukcji budowli pi� trz� cej i na ko� cu spi� trzenie 
wód i wp
yw filtracji na proces odkszta
cenia – napr�� enia. Istniej� ce narz� dzia informatyczne w 
pe
ni pozwalaj�  na tak zaprogramowany proces analizy zjawisk pe
zania o� rodka porowatego. 

Do oblicze�  przyj� to wielko� ci parametrów o� rodka identyczne jak w poprzednim przyk
adzie 
obliczeniowym.  

Schemat obliczeniowy oraz siatk�  elementów sko� czonych przedstawiono na Rys. 13.52. 

 

 

Rys. 13.52. Geometria zagadnienia i siatka elementó w sko � czonych. 

 

Przemieszczenia w� z
ów siatki w skali ska� onej (sk
adowe przemieszczenia przemno� ono przez 
1000) przedstawiono na Rys. 13.53, przy czym przemieszczenia siatki w chwili 0,01t s= - 

Rys.13.53a) mo� na traktowa�  jako przemieszczenia natychmiastowe, natomiast 

przemieszczenia po czasie 2010t s=  (Rys. 13.53b) reprezentuj�  przemieszczenia ko� cowe po 
procesie konsolidacji. 
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Rys. 13.53. Przemieszczenia siatki elementów sko � czonych w skali ska � onej po czasie 

a) 0,01t s=  b) 2010t s= . 

 

Wektorowe pole przemieszcze�  w dwóch skrajnych momentach czasowych przedstawiono na 
Rys. 13.54. Jak wida� , pole przemieszcze�  od pocz� tku zachowuje ten sam charakter. Obraz 
przemieszcze�  ró� ni si�  jedynie co do warto� ci   wektorów przemieszczenia. 

 

 

 

 

Rys. 13.54.  Pole wektorowe przemieszcze �  a) 0,01t s=  b) 2010t s= . 
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Poni� ej przedstawiono pole warto� ci sk
adowej poziomej napr�� e�  xxs  dla trzech przedzia
ów 

czasowych: Rys. 13.55a) 0,1t s= , Rys.13.55b) 10000t s= , Rys.13.55c) 2010t s= .  

 

 

Rys. 13.55. Pole napr �� e�  xxs  dla  a) 0,1t s=  b) 10000t s= c) 2010t s= . 

 

Przedstawione rysunki wskazuj�  na ewolucj�  napr�� e�  poziomych w czasie.  

Warto� ci napr�� e�  maj�  w ca
ym obszarze znak ujemny (� ciskanie). Kszta
t izolinii napr�� e�  
wskazuje na istotny wp
yw na pole napr����  poziomych rozk
adu napr�� e�  hydrostatycznych i 
filtracji wody przez o� rodek. 

Pole napr�� e�  pionowych dla trzech czasów przedstawiono na  Rys.13.56a dla 0,1t s=  Rys. 

13.56b dla  10000t s= , Rys. 13.56c dla 2010t s= . Wida�  na przedstawionych rysunkach, � e 

charakter izolinii napr�� e�  pionowych yys  ulega istotnej zmianie w procesie konsolidacji. Znak 

napr�� e�  jest jednak w ca
ym obszarze ujemny, co wskazuje na fakt, � e mamy do czynienia ze  
� ciskaniem w ca
ym obszarze konsolidacji. Napr�� enia po zako� czeniu pe
zania o� rodka 
porowatego pokazuj� , � e wielko��  napr�� e�  pionowych jest o rz� d wielko� ci wi� ksza pod 
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budowl�  pi� trz� c�   ni�  po stronie odpowietrznej budowli pi� trz� cej. 	atwo sprawdzi � , � e wraz ze 
wzrostem ci� nienia hydrostatycznego po stronie spi� trzonej wody mamy do czynienia ze 
spadkiem wielko� ci tych napr�� e�  a�  do zmiany znaku. Metoda ta mo� e s
u� y�  do okre� lania 
warunku granicznego up
ynnienia o� rodka porowatego, czyli okre� lenia strefy przekroczenia 
stateczno� ci filtracyjnej o� rodka. 

 

 

 

Rys. 13.56. Pole napr �� e�  yys  dla a)  0,1t s=  b) 10000t s= c) 2010t s= . 

Istotn�  rol�   w procesie konsolidacji odgrywa ewolucja w czasie napr�� enia hydrostatycznego w 
czasie. Poni� ej przedstawiono proces ewolucji tego napr�� enia dla  0,1t s= - Rys.13.57a, dla 

10000t s=  - rys.  13.57b , dla 2010t s=  - Rys. 13.57c. Powy� sze wykresy 3D pokazuj� , jak w 
pocz� tkowej fazie procesu pe
zania odgrywa przy
o� one obci�� enie poprzez sztywn�  p
yt�  
fundamentow� , a w pó� niejszym okresie, jaki na kszta
t funkcji ma wp
yw ró� nica ci� nie�  po 
stronie spi� trzenia wody i po stronie odpowietrznej budowli pi� trz� cej. Ko� cowy rozk
ad funkcji 
napr�� enia hydrostatycznego jest charakterystyczny dla przypadku, gdy mamy do czynienia tylko 
z filtracj�  wody op
ywaj� cej budowl�  pi� trz� c� . Wp
yw obci�� enia ci�� arem budowli pi� trz� cej 
ca
kowicie zanika. 
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Rys. 13.57. Napr �� enie hydrostatyczne w 3D dla  a) 0,1t s= ,  b) 10000t s= , c) 2010t s= . 

 

Mimo � e nie zajmujemy si�  modelem lepko spr�� ysto plastycznym cia
a Biota obliczy�  mo� emy 
zachowanie si�  potencja
u plastyczno� ci G, liniowego modelu Coulomba – Mohra, 
zdefiniowanego wzorem: 

 

 ( ) ( )1 2 1 2

1 1
sin cos

2 2
G cs s s s j j= - + + - , (13.64) 

     

 

gdzie 1s  i 2s , to napr�� enia g
ówne wyra� one przy pomocy sk
adowych tensora napr�� enia  ijs  

dla p
askiego stanu odkszta
cenia wzorami: 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

2 2
2

1 1
4 ,

2 2
1 1

4 .
2 2

s s s s s t

s s s s s t

= + + - +

= + - - +

xx yy xx yy xy

xx yy xx yy xy

 (13.65) 

  
 

Na poni� szych rysunkach przedstawiono wykresy wielko� ci potencja
u G w obszarze modelu dla 

0,1t s=   - Rys. 13.58a,  10000t s=  - Rys. 13.58b, 2010t s=  - Rys. 13.58c. Obliczenia wykonano, 

przyjmuj� c warto� ci: 

·  k� ta tarcia wewn� trznego 020j = , 

·  kohezji 4 210 /c N m= . 
 

Wida�  z wykresów, � e dla przyj� tych warto� ci k� ta tarcia wewn� trznego i kohezji tylko w 
momencie pocz� tkowym warto��  potencja
u jest dla cz�� ci obszaru dodatnia lub równa zeru, czyli 
dla przyj� tych parametrów modelu Coulomba mamy do czynienia ze stref�  uplastycznienia. 
Wyst� puje ona pod fundamentem budowli pi� trz� cej. W dalszym procesie konsolidacji warto��  G 
przyjmuje jednolity znak ujemny, co wskazuje, � e strefa plastyczna zanika i znajdujemy si�  w 
zakresie modelu lepko – spr�� ystego. 
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Rys. 13.58. Funkcja potencja
u Coulomba-Mohra dla: a) 0,1t s=  b) 10000t s= c) 2010t s= . 

 

Dla zobrazowania pole wektorowego filtracji obserwowano przep
yw filtracyjny w interesuj� cych 
obszarach . Poni� ej przedstawiono pole wektorowe pr� dko� ci filtracji w okolicy wp
ywu wód pod 

fundament budowli pi� trz� cej na Rys. 13.59 dla: a) 10000t s=  b) 2010t s= . Wida� , � e charakter 
pola nie ulega zmianie, jedynie wyra� nie ulegaj�  zmianie (o rz� d wielko� ci) warto� ci wektorów 
pr� dko� ci. Oczywi� cie w fazie pocz� tkowej pr� dko� ci wywo
ane dzia
aniem obci�� enia i 
gradientu ci� nie�  hydrostatycznych, s�  wi� ksze i ustalaj�  si�  po up
ywie znacznego czasu 
konsolidacji. Wykres zmian dylatacji powierzchni terenu przedstawiony zosta
 na rysunkach 
13.60a)-13.60c). 

 

 

 

Rys. 13.513. Pole wektorowe pr � dko � ci w okolicy wp
ywu pod fundament budowli 
pi � trz � cej 

a) 10000t s= b) 2010t s= . 
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Rys. 13.60. Wykres zmian dylatacji na brzegu dla 

a) 0,1t s=  b) 10000t s= c) 2010t s= . 

 

 


