Wykład VI
RÓWNANIA RUCHU CIECZY LEPKIEJ I ŚCIŚLIWEJ

Równania ruchu cieczy lepkiej i ściśliwej
W poprzednim paragrafie rozpatrywaliśmy równowagę wszystkich sił działających na wyodrębniony prostopadłościan cieczy doskonałej - nielepkiej i nieściśliwej.

Rozpatrzmy teraz równowagę podobnego prostopadłościanu, ale wyciętego z cieczy obdarzonej lepkością oraz ściśliwej (rys. 25). Siłę występującą na każdej ze ścian rozpatrywanej bryły przedstawimy jako sumę siły normalnej do powierzchni raz dwóch stycznych do niej, wzajemnie prostopadłych. Dla jasności zapisu na rys. 25 przedstawiono zamiast sił odpowiadające im naprężenia, tzn. stosunki tych sił do pola powierzchni, na które one działają.

Przyjęto następujący system oznaczenia — naprężenie normalne oznaczono przeze a styczne przez t. Każdy symbol naprężenia posiada podwójny indeks, którego pierwsza litera oznacza kierunek normalny do rozpatrywanej powierzchni, a druga 
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Rys. 25

— kierunek naprężenia składowego. Dla ścian prostopadłościanu bliższych początku układu współrzędnych przyjęto jako dodatnie kierunki zgodne ze zwrotem osi, a dla ścian dalszych skierowane przeciwnie. 

Rozkład naprężeń w cieczy określa 9 funkcji skalarnych
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Dla przejrzystości rysunku naprężenia zmienione wskutek przesunięcia na przeciw​ległą ścianę oznaczono ze znakiem'.
Oczywiście naprężenie 
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 przy przesunięciu o dl zmienia się do wartości
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gdzie 
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- oznacza dowolne naprężenie 
[image: image6.wmf]t

 lub p, a dl— przesunięcie wzdłuż odpo​wiedniej osi.

Suma wszystkich sił powierzchniowych, działających na prostopadłościan i równo​ległych do osi x równa jest 
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Wypadkowa ta, wspólnie ze składowymi siły masowej i siły bezwładności powinna być w równowadze.
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a po podzieleniu przez masę cząstki
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Podobnie dla rzutów na osie y i z otrzymujemy:
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Łatwo można zauważyć, że wyprowadzone uprzednio równanie Eulera jest przypadkiem szczególnym powyższych związków dla cieczy nielepkiej, to znaczy 
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Okazuje się, że nie wszystkie funkcje naprężeń są wzajemnie niezależne. Wy​korzystując 
Rys. 26

równanie naprężeń stycz​nych Newtona, zwiążemy dodatkowo te naprężenia między sobą i z polem prędkości.

Znajdujący się w dowolnym polu prędkości  prostopadłościan   cieczy ulega skoszeniu. Dokładne omówienie tego zjawiska znajduje się w [pracy Czetwertyński, 1969]. Tutaj

ograniczymy się do stwierdzenia, że przekrój cząstki, pierwotnie prostokątny, zmienia się na równoległobok (rys. 26). Kąt pierwotnie prosty ulega zmniejszeniu (zwarciu)  o 
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, czyli szybkość przesuwania się boku górnego względem wynosi 
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, i podobnie boku prawego względem lewego 
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Różnice między •cii' jako nieskończenie małe nie mają znaczenia i zgodnie zrównaniem Newtona:
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Stąd
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podobnie
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Naprężenia normalne 
[image: image20.wmf],,
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ppp

różnią się między sobą. Spowodowane jest to wpływem naprężeń stycznych, a więc sił lepkości i może być od nich uzależnione.
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Rys. 27

. Rozpatrzmy klin wycięty z cieczy i pokazany na rys.27. Jego trzecia ściana nachy​lona jest do osi x pod kątem 
[image: image22.wmf]a

i kierunek ten oznaczymy przez 
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a normalny do niego jako 
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.
Rozumowanie nasze będzie polegało, na porównaniu wyrażeń na naprężenie styczne 
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 na tej ścianie, otrzymanych z warunku równowagi sił, działających na klin i z obrotu układu współrzędnych o kąt 
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.

Siły powierzchniowe działające na klin są proporcjonalne do pola ścian, czyli wielkości nieskończenie małych drugiego rzędu, natomiast ich przyrosty, siły masowe i bezwładności — do wielkości nieskończenie małych rzędu trzeciego i mogą być one pominięte w równaniu.

Suma rzutów sił na kierunek 
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, przedstawia się następująco
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a po uzależnieniu długości boków
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wykorzystaniu otrzymanej już uprzednio równości naprężeń 
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i podzieleniu przez 
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Wyprowadzona uprzednio zależność między naprężeniami stycznymi i polem pręd​kości słuszna jest dla naprężeń we wszystkich kierunkach, a więc również i napręże​nia 
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Pochodne prędkości w układzie współrzędnych 
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 łatwo uzależnić od prędkości w układzie x, z.
Prędkości w obu układach wiążą równania
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a współrzędne — zależności:
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Szukane pochodne są więc równe:
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Po wykorzystaniu tych zależności:



[image: image40.wmf]sin2cos2.

xx

zz

vv

vv

zxxz

hx

tmaa

é¶¶ù

¶¶

æöæö

=--++

ç÷ç÷

êú

¶¶¶¶

èøèø

ëû


Porównując dwa uzyskane wyrażenia określające 
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Ponieważ
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więc
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Podobne rozumowanie przeprowadzone dla innych kierunków daje zależności:
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Równania te można przekształcić do postaci:
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Wartość każdego z tych wyrażeń oznaczymy przez c. Jest to wielkość charakterysty​czna dla danego punktu, niezależna od kierunku ustawienia płaszczyzny. Wielkość tę można obliczyć jako wartość średnią
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Jeżeli średnią wartość naprężeń normalnych oznaczymy przez p, to
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Pozwala to na wyznaczenie naprężeń normalnych
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Po podstawieniu do równań wyrażeń określających naprężenia styczne i normalne otrzymujemy 
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Po zgrupowaniu wyrazów otrzymujemy
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Podobnie dla pozostałych kierunków:
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Powyższy układ równań można zapisać w formie wektorowej
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Jeżeli ciecz jest nieściśliwa, wtedy 
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 i ostatni wyraz w równaniach znika. 
Powyższe równania, z rozwiniętym wyrazem przyspieszenia ruchu, noszą nazwę równań Naviera—Stokesa:
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