
OGÓLNE ZASADY RUCHU CIECZY

Pojęcia podstawowe i klasyfikacja ruchu cieczy, 

Metody analitycznego ujęcia ruchu cieczy, 
§ 1. Pojęcia podstawowe i ogólna klasyfikacja ruchu cieczy
Elementami, które rozpatrujemy przy badaniu ruchu cieczy są: ciśnienie pa​nujące w dowolnym punkcie cieczy, gęstość (lub ciężar objętościowy) oraz pręd​kości i przyspieszenia panujące w dowolnym punkcie. Dopiero wtedy będziemy mogli twierdzić, że rzeczywiście znamy ruch cieczy, jeżeli potrafimy określić wszy​stkie elementy ruchu i ich zmiany w odniesieniu do dowolnej cząstki albo w od​niesieniu do dowolnego punktu, przestrzeni wypełnionej cieczą i w dowolnej chwili czasu. Określenie ruchu cieczy sprowadza się przeto do określenia pól skalarnych i wektorowych (rozdz. XII [Czetwerytyński, 1969]) odpowiadających poszczególnym elementom. Bardzo często dokładne określenie ruchu cieczy napotyka na duże trudności, toteż dla celów praktycznych niejednokrotnie rezygnujemy ze ścisłego określania ruchu i musimy się zadowolić wyznaczeniem pewnych wartości średnich, jak np. średnie ciśnienie lub średnia prędkość w przekroju.

Ruch ustalony i nieustalony. Ogólnie biorąc wszystkie elementy ruchu są funkcja​mi zarówno czasu, jak i położenia. W przypadku, gdy elementy ruchu w poszczegól​nych punktach przestrzeni zależą tylko od położenia punktu w przestrzeni, nie zmie​niają się natomiast w czasie, ruch będziemy nazywali ustalonym lub trwałym. W przeciwnym przypadku, to znaczy gdy elementy ruchu są funkcjami zarówno położenia, jak i czasu, ruch nazywamy nieustalonym lub nietrwałym.
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Rys. 23

wartości prędkości oscylują koło pewnej wartości przeciętnej (rys. 23). Oznaczmy chwilowe prędkości w rozpatrywanym kierunku przez 
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. Oczywiście prędkości te dzięki pulsacji są funkcją czasu, czyli 
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. Prędkość przeciętną będziemy mogli określić w postaci następującej



[image: image4.wmf](

)

22

11

2121

TT

x

TT

przec

vdtftdt

v

TTTT

==

--

òò


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.1)

Określenie to jest równoznaczne z wyznaczeniem przeciętnej wartości prędkości w drodze przekształcenia pola zawartego między osią, od której odmierzaliśmy prędkości, a linią oscylującą w przedziale czasu od 
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, na równoważny pro​stokąt, co odpowiada odległości od osi czasu prostej poziomej pokazanej na ry​sunku. Odchylenia składowych prędkości chwilowych oznaczymy przez 
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. Wów​czas będziemy mogli napisać, że
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W zasadzie wartość prędkości przeciętnej zależy od podziału czasu, to znaczy od 
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 jeżeli jednak będziemy rozpatrywali dostatecznie długie przedziały czasu 
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 itp., to zobaczymy, że określone w tych przedziałach prędkości 
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 są sobie równe (a przynajmniej prawie równe w granicach wyma​ganej dokładności). Chodzi o to, że praktycznie mogą to być dość krótkie przedziały czasu, np. kilkusekundowe lub nawet wyrażone w ułamkach sekund, i dlatego możemy wyraźnie mówić o pojęciu prędkości przeciętnych w danej chwili mówiąc równocześnie o zmianach prędkości przeciętnych w czasie mając na myśli zmiany w ciągu dłuższych okresów, np. przy powolniejszych zmianach przepływu w rozpatrywanej rurze. Z określenia odchyleń 
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 wynika, że 
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Mówiliśmy dotychczas o pulsacji w kierunku ruchu głównego. Gdybyśmy obserwowali składowe prędkości w kierunku prostopadłym do kierunku głównego, oznaczmy je przez 
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, to otrzymalibyśmy zależność
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Na. tym właśnie polega określenie pojęcia kierunku głównego, że w kierunku do niego prostopadłym mamy do czynienia wyłącznie z prędkościami pulsacji, czyli że 
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 jest równoznaczne z 
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W większości naszych rozważań, a z reguły przy wszystkich rozważaniach prak​tycznych, mówiąc o prędkościach będziemy mieli na myśli właśnie prędkości prze​ciętne i będziemy je oznaczać wprost przez v (lub dla zaznaczenia, że jest to wartość wektorowa przez v). Inaczej mówiąc, będziemy przeważnie rozpatrywali, można by powiedzieć „makroprędkości" pomijając „mikroprędkości", czyli prędkość oscylacji.

W przypadkach szczegółowych rozważań, gdy będziemy brali pod uwagę pręd​kości z uwzględnieniem oscylacji, będziemy to wyraźnie zaznaczać.

Pojęcie prędkości przeciętnych w. danym punkcie nie należy mylić z pojęciem prędkości średnich jako wartości średnich z prędkości w różnych punktach, np. średnich prędkości w jakimś przekroju.

Tor cząstki cieczy. Torem cząstki cieczy nazywamy linię, którą zakreśla w prze​strzeni poruszająca się cząstka cieczy.

Linia prądu. Linią prądu nazywamy linię przeprowadzoną w polu prędkości odpowiadającemu pewnej chwili tak, że wektory prędkości odpowiadające wszy​stkim punktom leżącym na linii są do niej styczne. Pojęcie to wyjaśnia rys. 24.

Można by powiedzieć, że linia prądu jest to tor, po którym poruszałaby się cząstka, gdyby chwilowe pole prędkości pozostało niezmienne w czasie. Wynika stąd, że przy ruchu trwałym tor cząstki i odpowiednia linia prądu wzajemnie się pokrywają.
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Rys. 24

 Przy ruchu nietrwałym linie te nie pokrywają się, a cząstka cieczy zakreślając tor wciąż przechodzi z jednej linii prądu na drugą.
Smuga. Obierzmy jakiś punkt w przestrzeni wypełnionej poruszającą się cieczą. Jeżeli będziemy obserwowali położenie cząstek cieczy, które przeszły przez, obrany punkt, to w każdej chwili cząstki te będą położone na pewnej linii, którą nazywamy smugą. Smuga więc jest to geometryczne miejsce punktów, w których w danej chwili znajdują się cząstki cieczy, które przeszły przez określony punkt przestrzeni. Obraz smugi otrzymamy np. przy wypuszczaniu przez mały otwór dymu lub barwnika. Pojęcie smugi bardzo jest przydatne przy badaniach laboratoryjnych, gdy posłu​gujemy się barwnikiem lub dymem.

Z określenia smugi wynika, że w przypadku ruchu trwałego pokrywa się ona zarówno z torem, jak i z linią prądu. Nie należy jednak tych pojęć utożsamiać, przy ruchu bowiem nietrwałym są to linie odrębne, a ich utożsamianie może doprowadzić do błędnych wniosków. Dla przykładu możemy w przybliżeniu (bo nie jest to już geometryczna linia) potraktować jako smugę obraz widoczny przy polewaniu traw​nika wodą wytryskującą z węża gumowego. Jeżeli będziemy poruszali wylotem węża, to zobaczymy smugę w postaci linii „wężowatej" to wznoszącej się, to opa​dającej, a przecież jasne jest, że cząstki cieczy po wylocie z węża me mogą kolejno to opadać, to podnosić się w górę, lecz każda z nich zakreśla tor zbliżony do para-boli (byłby ściśle paraboliczny, gdyby nie było oporów powietrza).

Stosując pojęcia toru, linii prądu lub smugi w odniesieniu do niektórych przy​padków ruchu cieczy rzeczywistej możemy mieć wątpliwości, czy rozpatrujemy ruch ściśle zgodny ze zmianami prędkości z uwzględnieniem pulsacji, czy też uwzglę​dniamy jedynie pola prędkości przeciętnych. Umówmy się więc, że najczęściej będziemy mieli na myśli właśnie pola prędkości przeciętnych, czyli będziemy po​mijali ruchy wywołane pulsacją.

Struga. Jeżeli wyodrębnimy nieskończenie małe poletko dA i przeprowadzimy przez punkty tego poletka linie prądu, to taki pęk linii prądu nazywamy strugą. Struga w odróżnieniu od linii prądu jest pojęciem fizycznym, ma ona pewne, acz​kolwiek nieskończenie małe, wymiary poprzeczne, natomiast linia prądu jest linią w znaczeniu geometrycznym.

Powierzchnię, którą tworzą linie prądu przechodzące przez obwód ogranicza​jący poletko dA, nazywamy rurką prądu. Można się czasem spotkać z pomyleniem pojęć strugi i rurki prądu, należy przeto wyraźnie podkreślić, że strugę tworzy pęk linii prądu przechodzących przez wszystkie punkty poletka (HA (a nie tylko przez punkty znajdujące się na obwodzie), tzn. że rurka prądu jest jedynie zewnętrzną powierzchnią strugi.

Przy ruchu nietrwałym struga każdorazowo może się składać z różnych cząstek cieczy. Przy ruchu trwałym struga składa się z tych samych cząstek cieczy, które poruszają się wewnątrz rurki prądu jak w sztywnej rurce.

Gdy mamy do czynienia z cieczą nielepką, tzn. gdy odpada możliwość powsta​nia naprężeń stycznych, sąsiednie strugi mogą wywierać na siebie tylko siły nor​malne
Strumień. Jeżeli przy określaniu strugi zastrzegliśmy, że wyodrębnione poletko jest nieskończenie małe, to biorąc pod uwagę dowolne pole A o wymiarach skoń​czonych i rozpatrując wszystkie strugi przechodzące przez to pole otrzymamy strumień.
Przekrój poprzeczny. Przekrojem poprzecznym strugi lub strumienia nazywamy po​wierzchnię przeprowadzoną ortogonalnie do linii prądu stanowiących strugę lub stru​mień. Przekrój poprzeczny jest ograniczony, jeżeli nie mamy do czynienia z nieograniczonym strumieniem cieczy. W przypadku strugi, ze względu na jej nieskończenie małe wymiary poprzeczne, każdy przekrój poprzeczny możemy trakto​wać jako płaski. W przypadku strumienia, ogólnie biorąc, przekroje poprzecz​ne przedstawiają się w postaci powierzchni krzywych. Poprzeczny przekrój stru​mienia jest płaski jedynie tam, gdzie wektory prędkości odpowiadające wszystkim punktom przekroju są wzajemnie równoległe.
W praktyce jednak dla uproszczenia często traktujemy przekroje strumienia jako płaskie prostopadłe do „przeciętnego" kierunku ruchu. Takie uproszczenie możemy stosować, gdy odchylenia poszczególnych strug od normalnych do prze​kroju są stosunkowo niewielkie (w granicach kilku, maksimum kilkunastu stopni).

Natężenie przepływu, wydatek strumienia (strugi) albo przepływ. Objętość cieczy, która przepływa przez jakiś przekrój strumienia (strugi) w jednostce czasu, nazywamy natężeniem przepływu, wydatkiem strumienia (strugi) lub przepływem. Prze​pływ zazwyczaj oznaczamy literą Q i wyrażamy w 
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Ruch ciągły. Ruchem ciągłym będziemy nazywali taki ruch, przy którym do​wolnie wyodrębniony obszar przestrzeni, całkowicie wypełniony cieczą w pewnej chwili, będzie nią całkowicie wypełniony stale, to znaczy, że nie powstają w nim, choćby chwilowo, obszary nie wypełnione cieczą. Inaczej mówiąc, jeżeli nie powstają przerwy w cieczy wypełniającej dowolnie wyodrębniony obszar. Jeżeli ciecz jest nieściśliwa, warunek ten będzie spełniony, gdy stale do obszaru w tym samym czasie tyle samo cieczy dopływa ile odpływa. Jeżeli ciecz jest ściśliwa, to ciągłość może być zachowana, chociaż w pewnym okresie czasu do rozpatrywanego obszaru dopłynęło więcej cieczy niż odpłynęło, lecz ciecz się w nim sprężyła, lub odwrotnie, jeżeli w pewnym okresie czasu odpłynęło więcej cieczy niż dopłynęło, lecz ciecz się rozprężyła tak, że stale całkowicie wypełnia wyodrębniony obszar. To sprężanie się lub rozprężanie cieczy związane jest oczywiście ze zmianą jej gęstości.

Warunki ciągłości ruchu będą rozpatrzone szczegółowiej w dalszym ciągu kursu, na razie stwierdzimy, że w przypadku cieczy nieściśliwej przy ruchu ciągłym i trwałym wydatek w dowolnym przekroju strumienia jest stały. Jeżeli przez 
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 oznaczymy prędkości średnie panujące odpowiednio w dwóch przekrojach strumienia, a przez 
[image: image25.wmf]1

A

i 
[image: image26.wmf]2

A

, pola tych przekrojów, to warunek ciągłości wyrazi się w postaci zależności:
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Ruch jednostajny i zmienny. Ruchem jednostajnym nazywamy taki ruch, przy którym wszystkie poprzeczne przekroje strumienia są jednakowe, a w odpowia​dających sobie punktach dowolnych przekrojów panują jednakowe prędkości. Z ruchem jednostajnym spotykamy się na przykład w prostych przewodach zamknię​tych o stałym przekroju lub w prostych korytach otwartych o stałym przekroju, gdy napełnienie koryta wszędzie jest jednakowe, czyli gdy zwierciadło cieczy układa się równolegle do dna koryta.

Jeżeli ruch cieczy w strumieniu nie odpowiada podanemu warunkowi, będziemy go nazywali ruchem zmiennym, niejednostajnym. 

Dla ułatwienia rozwiązywania szeregu zagadnień z dostatecznym dla praktyki przybliżeniem posiłkujemy się pojęciem ruchu wolnozmiennego zakładając, że:

1. cząstki cieczy poruszają się prawie prostoliniowo, tak że można pominąć siły odśrodkowe powstające przy ruchu krzywoliniowym; :

2. płaskie przekroje prostopadłe do przeciętnego kierunku ruchu w strumieniu zmieniają się na tyle wolno, że przyjmować będziemy prędkości poszczególnych cząstek jako prostopadłe do przekroju, pomijając składowe prędkości cząstek w pła​szczyźnie przekroju.
Założenia powyższe równoznaczne są z przyjęciem prostoliniowego rozkładu ciśnień w płaskim przekroju strumienia, a w przypadku strumienia poruszającego się po poziomym podłożu lub po podłożu o bardzo małym pochyleniu — do hydro​statycznego rozkładu ciśnień.

§ 2. Metody analitycznego ujęcia ruchu cieczy
Przemieszczenia, stan odkształcenia i prędkości odkształcenia.


W mechanice posługujemy się często uproszczonym modelem ciała nazywanego kontinuum materialnego. W strukturze takiej pomijamy budowę cząsteczkową ciała, z jaką mamy do czynienia w każdym znanym nam materiale opisywanym przy pomocy modelu dyskretnego. Z uproszczeniem tym spotykamy się w mechanice ośrodków ciągłych, choć wprowadzone definicje przemieszczenia, odkształcenia i prędkości można w pewnym zakresie przyjąć w modelach mechaniki gruntów, gdzie zdecydowanie nie mamy do czynienia z ośrodkiem ciągłym. 


Będziemy zajmować się odkształcalnym ośrodkiem ciągłym określanym pojęciem ciała odkształcalnego. Konfiguracją kontinuum materialnego nazywamy regularne i wzajemne jednoznaczne odwzorowanie cząstek materialnych w punkty P pewnego obszaru C trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej wg [Strzelecki, 2006]. Punkt P przestrzeni euklidesowej jest miejscem, w którym znajduje się cząstka w chwili czasu t. 


Wprowadźmy pojęcie konfiguracji początkowej rozpatrywanego kontinuum materialnego. Otóż przez taka konfigurację uważamy położenie punktów P0 obszaru C0 trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej w chwili t=t0. Do opisu ruchu względem konfiguracji początkowej wprowadzamy współrzędne kartezjańskie względem ustalonego układu współrzędnych (rys.4.5)
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Rys. 4.5. Ruch punktu kontinuum materialnego względem konfiguracji początkowej.

Oznaczmy współrzędne kartezjańskie punktów 
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 konfiguracji początkowej 
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. Współrzędne kartezjańskie punktów 
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 w dowolnej chwili t oznaczmy natomiast przez 
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 Opis ruchu względem konfiguracji początkowej można wówczas zapisać w sposób następujący:
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Wzajemne związki odwrotne pomiędzy współrzędnymi wymagają odpowiedniej regularności funkcji. Funkcje te musza być funkcjami ciągłymi wraz z pierwszymi pochodnymi, tzn. muszą być klasy 
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, a powyższe przekształcenia są nieosobliwe. Aby postulat ten był spełniony, Jakobian przekształcenia powinien być różny od zera, więc:
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Wprowadzając wektor wodzący 
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 punktu P (rys. 4.5) można zapisać:
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gdzie ei są wersorami kartezjańskiego układu współrzędnych na rys 4.5


Rozpatrzmy kontinuum materialne w chwili t=0 zajmujące obszar 
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. Położenie poszczególnych punktów tego kontinuum określa wektor wodzący 
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 w kartezjańskim układzie współrzędnych 
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. Wskutek działań zewnętrznych (np. przyłożone do ciała obciążenie, parcie cieczy, przyłożony gradient temperatury) nastąpi odkształcenie ciała i nasze kontinuum w chwili czasu t zajmie nowe położenie 
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. Punkt P obszaru 
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 na skutek ruchu przemieści się do punktu 
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. Położenie punktu 
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 w tym samym układzie współrzędnych opisuje wektor wodzący 
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Wektor przemieszczenia 
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który  można zapisać:
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Korzystając ze współrzędnych wektora przemieszczenia związek wektorowy przyjmuje  postać skalarną:
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Z powyższych związków (1.5)

 dostajemy:
(1.4)

 i 
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Powyższy zapis wprowadził Lagrange wg. [Strzelecki, 2006]. W opisie tym posługujemy się współrzędnymi 
[image: image51.wmf]i

x

 jako zmiennymi niezależnymi. Obok opisu Lagrange’a istnieje druga możliwość, kiedy jako zmienne niezależne traktuje się współrzędne 
[image: image52.wmf]i
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. Jest to opis Eulera wyrażający się związkami:
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W wyniku przyjęcia jednego z wyżej wymienionych opisów uzyskujemy różne równania opisujących ruch, ponieważ inaczej będziemy określać  pochodną funkcji F po czasie. W przypadku, gdy mamy do czynienia z opisem Lagrange’a funkcja 
[image: image54.wmf](
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 są wielkościami stałymi względem położenia początkowego, więc pochodna po czasie funkcji F wynosi:
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Inaczej ma się sprawa w przypadku opisu Eulera. Wówczas funkcja 
[image: image57.wmf](
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. Ponieważ zgodnie ze wzorami (1.6)


 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]i
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 GOTOBUTTON ZEqnNum656230  \* MERGEFORMAT  zależy od współrzędnych 
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 i czasu t, więc pochodna po czasie t funkcji F jest pochodną materialną równą:
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Pochodną cząstkową 
[image: image61.wmf]/
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 nazywamy pochodną lokalną, natomiast drugi człon pochodnej materialnej 
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 nazywać będziemy pochodną konwekcyjną funkcji F. Wprowadzając oznaczenia:
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pochodną materialną funkcji F można zapisać w postaci:
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Gdy współrzędne punktu ośrodka w chwili t wyrażone są przy pomocy jego położenia w chwili początkowej (opis Lagrange’a) tzn. 
[image: image65.wmf](
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 to jego prędkość wyraża się wzorem:
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a przyspieszenie
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W przypadku opisu Eulera wykorzystując związek (1.12)

 prędkość punktu wyraża się wzorem:
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i przyspieszenie:
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Przy analitycznym ujmowaniu ruchu cieczy stosowane są dwa sposoby: sposób Lagrange'a i sposób Eulera.

Sposób Lagrange'a. Polega on na badaniu losów poszczególnej cząstki cieczy w trakcie jej wędrówki w przestrzeni. Można powiedzieć, że z całego mnóstwa cząstek cieczy wypełniających przestrzeń lub pewien obszar przestrzeni obieramy jedną i bada​my co się z nią dzieje, mianowicie: jakie w określonej chwili zajmuje położenie w prze​strzeni, jaką ma prędkość, przyspieszenia, jakiemu ciśnieniu podlega, jaką ma gęstość itd., to znaczy badamy wszelkie elementy ruchu związane z obraną cząstką i zmienność tych elementów w czasie. Po to żeby móc badać poszczególne cząstki cieczy, po to żeby odróżniać jedną od drugiej, trzeba je jakoś poznaczyć, ponumerować czy ponazywać. Jako miano poszczególnej cząstki możemy np. przyjąć współrzędne 
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punktu, w którym znajduje się (lub znajdowała się) cząstka w pewnej chwili 
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 Wartość 
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 w dowolnej innej chwili 
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 nie będą już współrzędnymi wskazu​jącymi położenie cząstki, lecz wartościami oznaczającymi daną cząstkę. Oczywiście, że wszystkie elementy ruchu dotyczące danej cząstki będą funkcjami zarówno czasu t, jak też 
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 jako wartości określających tę właśnie, a nie inną cząstkę

Tak więc współrzędne x, y, z punktu, w którym znajduje się badana cząstka w dowolnej chwili / możemy wyrazić jako funkcje 
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Dla chwili 
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 musi być spełniona zależność
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Zamiast współrzędnych 
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 dla odróżnienia obranej cząstki od innych, może​my stosować dowolne trzy wartości a, b, c jednoznacznie związane z 
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, przez, jakąś zależność 
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. W ten sposób do oznaczenia cząstki możemy stosować np. współrzędne dowolnego układu krzywoli​niowych osi współrzędnych. Wartości a, b, c i czas t są zmiennymi niezależnymi zwanymi zmiennymi Lagrange'a, które określają wszelkie elementy ruchu danej cząstki, jeżeli znamy odpowiednie zależności. W ten sposób położenie cząstki w dowol​nej chwili określają np. współrzędne prostokątnego układu
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Rzuty prędkości na kierunki osi współrzędnych wyznaczymy jako
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podobnie rzuty przyspieszenia
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gęstość wyrażamy jako funkcję tych samych zmiennych 
[image: image85.wmf](
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 podobnie jak i wszystkie inne elementy ruchu.

Sposób Eulera. 
Polega on na obserwowaniu co się dzieje w określonym obra​nym dla obserwacji punkcie przestrzeni (lub w szeregu punktów przestrzeni), to znaczy jakie parametry hydrodynamiczne — prędkości, przyspieszenia, ciśnienia, gęstość itp. mają cząstki cieczy znajdujące się w danej chwili w tym punkcie, chociaż w różnych chwilach znajdują się tu różne cząstki cieczy. W tym ujęciu zmiennymi niezależnymi, są: współrzędne x, y, z punktu poddanego obserwacji oraz czas t. Jeżeli położenie punktu określamy za pomocą wektora wodzącego
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to parametry hydrodynamiczne są funkcjami 
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. Możemy więc napisać, że prędkość 
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lub jej składowe
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a składowe przyspieszeń wyrażamy w postaci
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Podobnie wyrażamy wszelkie inne parametry hydrodynamiczne. Przy ujęciu Eulera ruch lub stan cieczy może być zobrazowany przez szereg różnych pól skalarnych lub wektorowych odwzorowujących rozkład poszczególnych parametrów hydrodynamicznych w przestrzeni w różnych chwilach czasu. Możemy mówić o polu ciśnień, polu prędkości, polu przyspieszeń itd., a badanie ruchu spro​wadza się do badania własności tych pól i ich zmienności w czasie.

Chociaż na pierwszy rzut oka metoda Lagrange'a wydaje się bardzo prosta, jednak przy ustaleniu równań ruchu metoda Eulera jest wygodniejsza i doprowadza, na ogół, do prostszych równań, dlatego też przeważnie się nią posługujemy.

Wykład IV
Podstawowe równania hydromwchaniki

Równanie ciągłości ruchu,

§ 3. Równanie ciągłości ruchu
Równanie ciągłości ruchu w układzie prostokątnym. Pojęcie ciągłości ruchu wy​jaśniliśmy poprzednio. Dla ujęcia warunku ciągłości, stosując metodę Eulera, wyodrę​bnijmy w przestrzeni pewien obszar t ograniczony zamkniętą powierzchnią S i roz​patrzmy, jaka masa cieczy przepływa w jednostce czasu przez tę ograniczającą po​wierzchnię. Będzie to strumień wektorów p v (gdzie 
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- gęstość cieczy, u — wektor prędkości), czyli 
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 . Na podstawie twierdzenia Gaussa możemy napisać
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Przepływ ten powoduje zmianę gęstości cieczy wypełniającej obszar 
[image: image94.wmf]W

 (w szczegól​nym przypadku ta zmiana może się równać zeru). Jeżeli przyjmiemy, że dodatni kierunek strumienia odpowiada odpływowi, to przepływ dodatni powoduje zmniejszenie gęstości cieczy. Zmniejszenie gęstości w jednostce czasu określa wyrażenie 
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, to znaczy, że zmniejszenie masy cieczy wypełniającej obszar 
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 (jeżeli zachowana jest ciągłość — czyli ciecz stale całkowicie wypełnia obszar 
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) określone jest wyrażeniem 
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.  Zrozumiałe, że przy zachowaniu ciągłości w jednostce czasu mogła odpłynąć z obszaru tylko masa równa zmniejszeniu się masy zawartej w obsza​rze. Możemy przeto przyrównać obydwa wyrażenia pisząc:
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Co do objętości obszaru t nie wprowadziliśmy żadnych ograniczeń, to znaczy, że wyprowadzona zależność jest słuszna dla dowolnego obszaru, a więc i dla nieskoń​czenie małego obszaru 
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. Wynika stąd, że słuszna jest równość nie tylko całek, ale też wartości podcałkowych, tzn. że
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Jest to równanie ciągłości ruchu cieczy. Jeżeli jest ono spełnione we wszystkich punktach obszaru, tzn. że w obszarze tym ruch jest ciągły. Równanie (1.20)

 możemy napisać w innej postaci zważywszy, że
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 podstawiając te wyrażenia do równania (1.20)

 otrzymamy
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Wyrażenie w nawiasie prostokątnym jest pochodną zupełną gęstości względem czasu. Dzieląc obie strony równania przez 
[image: image105.wmf]r

 otrzymamy
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W przypadku cieczy nieściśliwej 
[image: image107.wmf]const
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, zatem równanie (1.21)

 przybierze postać
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Z ostatniego równania przy uwzględnieniu zależności (1.19)

 wynika
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to znaczy, że przy ciągłym ruchu cieczy nieściśliwej wydatek, cieczy przez dowolną zamkniętą powierzchnię równa się zeru. Inaczej mówiąc, w tym przypadku do dowol​nego ograniczonego obszaru w tym samym czasie tyle samo cieczy dopływa, ile odpływa.
Równanie ciągłości ruchu w układzie walcowym. 
Dla przykładu rozważań w innym niż prostokątnym układzie współrzędnych wprowadzimy, na drodze przekształcenia, równanie ciągłości ruchu w układzie walcowym. Układ ten zwiążemy z układem współ​rzędnych prostokątnych tak, że współrzędne z pozostaną bez zmian natomiast x i y zastąpimy współrzędnymi r i 

 EMBED Equation.DSMT4  


 tak, że
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Składową prędkość wzdłuż promienia wodzącego r oznaczamy przez  
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Z przyjętych oznaczeń wynika, że
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Wyprowadzone równanie ciągłości ruchu w postaci (1.21)

 brzmi
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Jest to ogólna postać równania. Obecnie pokażemy jak się przedstawia rozwinięcie tego równania w przyjętym układzie walcowym:
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Aby przekształcić wyrażenie             .
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rozwiniemy dwa pierwsze wyrazy prawej części, a mianowicie:
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Łatwo zauważyć, że suma
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Rozwinięte równanie ciągłości ruchu przybierze zatem postać



[image: image121.wmf]1

0

rrz

rz

v

vvv

vvv

trrzrrrz

j

j

rrrr

rjj

¶

æö

¶¶

¶¶¶¶

+++++++=

ç÷

¶¶¶¶¶¶¶

èø


równanie to możemy również przedstawić w postaci



[image: image122.wmf](

)

(

)

(

)

0

z

r

r

v

v

v

v

trrrz

j

r

r

r

r

r

j

¶

¶

¶

¶

++++=

¶¶¶¶


lub


[image: image123.wmf](

)

(

)

(

)

11

0

z

r

r

v

v

vr

v

trrrrz

j

r

r

r

r

r

j

¶

¶

¶

¶

++++=

¶¶¶¶


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.23)

§ 4. Równanie ruchu cieczy nielepkiej
Równanie ruchu w postaci ogólnej. 
Przyjmując założenie cieczy nielepkiej, tym samym zakładamy, że parcia działające na dowolny element powierzchni są normalne do tego elementu, brak jest bowiem naprężeń stycznych.

Wyodrębnijmy cząstkę cieczy w postaci elementarnego prostopadłościanu o kra​wędziach równoległych do prostokątnych osi współrzędnych i o wymiarach dx, dy, dz. Na wyodrębnioną cząstkę cieczy działają następujące siły: siły masowe, siła bezwładności i siły powierzchniowe. Zastosujmy zasadę d'Alemberta, która głosi, że w każdej chwili przy ruchu dowolnego układu materialnego wszystkie siły, włącza​jąc siłę bezwładności, wzajemnie się równoważą. Jeżeli siły wzajemnie się równo​ważą, to spełniony jest warunek, że suma rzutów sił na dowolny kierunek (a więc i na kierunki osi współrzędnych) równa się zeru.
Przyjmijmy następujące oznaczenia: 
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 - jednostkowa siła masowa (przypadająca na jednostkę masy),


[image: image125.wmf]xyz

wiwjwkw

=++

r

rr

r

 - przyspieszenie (gdzie 
[image: image126.wmf],,,,,

xyzxyz

aaawww

 odpowiednie rzuty na kierunki osi współrzędnych),

p — ciśnienie,
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-objętość wyodrębnionego obszaru.

Zgodnie z zasadą d'Alemberta możemy ustalić równania rzutów sił
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Na podstawie rzutów możemy napisać równanie ogólne
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Równania ruchu w postaci Eulera (w układzie współrzędnych prostokątnych). 
Aby układ równań 
(1.24)

 wyrazić w postaci Eulera, wystarczy zwrócić uwagę, że przyspieszenie  GOTOBUTTON ZEqnNum168043  \* MERGEFORMAT , a  
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Składowe przyspieszenia wyrażają się więc w postaci
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 rzuty wektora 
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 na kierunki równoległe do osi współrzędnych prostokątnych x, y, z) i analogicznie
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podstawiając te wartości do równań (1.24)

 otrzymamy układ równań ruchu znanych pod nazwą równań Eulera:
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Równanie ruchu w postaci Lamba. 
Ogólne równanie ruchu 
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 możemy przekształcić w sposób następujący:
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zależność tę łatwo sobie wyjaśnimy biorąc pod uwagę, że iloczyn skalarny
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Czyli nasze równanie przybierze postać
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 (Równanie to w rzutach daje nam układ Eulera).

Dalsze przekształcenia zmierzają do tego, aby wydzielić składową rotacji. W tym celu stosujemy następującą zależność wektorową



[image: image148.wmf](

)

2

1

2

gradvvvvrotv

=Ñ+´

rrrr

g


Aby uzasadnić tę zależność, zwróćmy uwagę, że
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Łatwo zauważyć, że
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Posiłkując się podaną zależnością, równanie (1.27)

 możemy przedstawić w postaci
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Równanie (1.28)

 noszą nazwę równania Lamba. Postać ta jest dogodna wów​czas, gdy chcemy mieć wyraźnie wydzielony wyraz obrazujący rotację po to, żeby np. pominąć go przy założeniu ruchu bezwirowego.
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