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Wykład II

HYDROSTATYKA

Ciśnienie hydrostatyczne. Napór i wypór hydrostatyczny.

§ 1. Wprowadzenie
Warunki równowagi i siły działające na ciecz. 
Aby ciecz była w równowadze, musi być spełniony warunek, by wypadkowa wszystkich-sił działających na dowolnie wyodrębnioną część cieczy była równa zeru. Siły działające na dowolnie wyodrębnioną część cieczy możemy podzielić na dwa rodzaje:                             

1. siły powierzchniowe, czyli siły działające na zewnętrzną powierzchnię rozpa​trywanej części cieczy i proporcjonalne do powierzchni;

2. siły masowe (objętościowe), proporcjonalne do masy cieczy (a przy jedno​rodnym rozkładzie masy oczywiście i do objętości).

Za przykład sił masowych może posłużyć siła ciążenia lub siły bezwładności. Siła powierzchniowa działająca na dowolnie mały element powierzchni wyodrębnio​nej części cieczy (rozpatrujemy element na tyle mały, żebyśmy go mogli traktować jako płaski) musi być do niego prostopadła i skierowana do wnętrza powierzchni. Istotnie, gdyby siła nie była prostopadła do elementu powierzchni, to moglibyśmy rozłożyć ją na dwie składowe: prostopadłą i styczną. Składowa styczna mogłaby być zrównoważona jedynie przez opór wywołany lepkością. W cieczy znajdującej się w spoczynku wpływ lepkości nie występuje, przeto w stanie równowagi mogą istnieć tylko siły prostopadłe do elementu powierzchni (normalne do powierzchni). To, że musi być skierowana do wnętrza, staje się jasne, jeżeli przypomnimy sobie, że ciecz doskonała nie stawia oporów na rozciąganie (a rzeczywista stawia tak niewielkie, że możemy je pominąć), przeto siła powierzchniowa skierowana na zewnątrz, czyli wywołująca rozciąganie, nie mogłaby być zrównoważona.

Określenie parcia i ciśnienia hydrostatycznego. Siły zewnętrzne działające na do​wolnie wyodrębnioną powierzchnię cieczy wywołane są przez otaczające tę powierzchnię środowisko, a więc: przez ściankę naczynia, przez pozostałą część cieczy, jeżeli powierzchnia została wyodrębniona wewnątrz cieczy, przez powietrze stykające się ze swobodną powierzchnią cieczy itp. Z taką samą siłą, z jaką otaczające środowisko działa na ciecz, lecz działającą w odwrotnym kierunku, ciecz działa na otaczające środowisko. Tę siłę, z jaką ciecz działa na otaczające środowisko, nazywamy parciem cieczy. Parcie wywołane cieczą znajdującą się w spoczynku (lub takie, które by powstało, gdyby przy danych warunkach ciecz była w spoczynku) nazywamy parciem hydrostatycznym. Z tego, co było powiedziane uprzednio, wynika jasno, że parcie hydrostatyczne działa zawsze prostopadle do elementu powierzchni.

Wyobraźmy sobie, że na powierzchni dowolnie przeprowadzonej w cieczy znajduje się pewien element 
 EMBED Equation.DSMT4  


, na który działa parcie hydrostatyczne 
 EMBED Equation.DSMT4  


. Obli​czając siłę przypadającą na jednostkę pola powierzchni otrzymamy stosunek 
 EMBED Equation.DSMT4  


, który nazywamy ciśnieniem średnim działającym na element powierzchni 
 EMBED Equation.DSMT4  


. Jeżeli założymy, że poletko 
 EMBED Equation.DSMT4  


 stanowi otoczenie punktu M znajdującego się na rozpa​trywanej powierzchni, czyli że stale zawiera ono w sobie M, to przy przejściu do granicy, gdy 
 EMBED Equation.DSMT4  


, omówiony stosunek 
 EMBED Equation.DSMT4  


 wyrazi ciśnienie hydrostatyczne w punkcie M. Oznaczając ciśnienie hydrostatyczne w punkcie M przez 
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 będziemy mogli napisać
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 (Ciśnienie hydrostatyczne jest odpowiednikiem naprężenia ściskającego w ciele stałym.).
Podstawową jednostką parcia jest N, a ciśnienia N/m2. Są to jednostki niewielkie, często używać więc będziemy ich wielokrotności kN (kiloniutona) oraz dla ciś​nienia bara ,
l  bar=105 N/m2.

Nie jest to jednostka utworzona ściśle zgodnie z zasadami systemu SI, bowiem wykładnik potęgi 5 nie jest przewidziany w tabeli wielokrotności jednostek podstawowych. Bar jest jednak jednostką bardzo wygodną, tyle bowiem wynosi normalne ciśnienie atmosferyczne. Jest on niemal równy powszechnie dotychczas używanym jednostkom: atmosferze technicznej (
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) i atmosferze fizycznej (l atm=l,033 at =1,01325 bara).

§ 2. Ciśnienie hydrostatyczne
Ciśnienie hydrostatyczne w dowolnym kierunku. Pojęcie ciśnienia hydrostatycznego w danym punkcie związaliśmy z pojęciem pewnego elementu powierzchni prze​chodzącej przez ten punkt. Rozważmy teraz, czy wartość ciśnienia zależy od kie​runku położenia elementu powierzchni.

Wyodrębnijmy w otoczeniu punktu M czworościan o wzajemnie prostopadłych krawędziach dx, dy, dz  tak, aby punkt M znajdował się w wierzchołku tego czworo​ścianu. Obierzmy prostokątny układ współrzędnych jak na rysunku 3. Zgodnie z tym, co powiedzieliśmy uprzednio, wypadkowa wszystkich sił działających na wyodrębniony z cieczy czworościan musi się równać zeru, przyjmujemy bowiem, że ciecz znajduje się w stanie spoczynku. Są to siły powierzchniowe działające na każdą ze ścian czworościanu i do nich prostopadłe oraz siła masowa działająca na masę cieczy zawartą w czworościanie. Oznaczamy ciśnienie działające na ścianę KNM (prostopadłą do osi x) przez 
[image: image4.wmf]x

p

, na ścianę KLM — przez 
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, na ścianę LMN — przez 
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, wreszcie na ścianę KLN — przez p. Parcia na te ściany oznaczymy odpowiednio przez 
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, pole zaś ściany KLN przez dA, wówczas możemy napisać:
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Oznaczamy jednostkową siłę masową przypadającą na jednostkę masy przez a1
) (może to być siła
 ciążenia równa co do wartości przyspieszeniu ziemskiemu; siła odśrodkowa itp.), niech ponadto składowe tej siły jednostkowej w kierunkach osi współrzędnych będą  
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Napiszemy równanie równowagi biorąc rzuty sił na kierunek osi x z odpowiednimi znakami
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 oznacza gęstość cieczy).

Zwróćmy uwagę na to, że kąt pomiędzy P
Rys. 3

i osią x jest równy kątowi dwuściennemu pomiędzy prostopadłymi do nich płaszczyznami KLN i KNM, czyli: 
Rys. 3
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Łatwo zauważyć wobec tego, że
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Załóżmy, że wymiary czworościanu dążą do zera (co zresztą zaakcentowaliśmy wprowadzając oznaczenia w postaci różniczek). W tym przypadku ostatni wyraz lewej strony równania, jako nieskończenie mały wyższego rzędu w porównaniu do pozostałych, może być pominięty. Skracając ponadto przez 
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otrzymamy
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Rozpatrując pozostałe kierunki analogicznie: 
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Oznaczyliśmy przez  px, py, pz ciśnienia działające na różne ściany czworościanu, a więc na ściany o różnych kierunkach. Jeśli założymy, że wymiary czworościanu dążą do zera, możemy przyjąć, że wymienione ciśnienia w punkcie M działają w róż​nych kierunkach i, jak wynika z przeprowadzonego rozumowania, są sobie równe. Ponieważ czworościan obraliśmy dowol​nie, przeto widzimy, że ciśnienie w danym punkcie cieczy nie zależy od kierunku powierzchni, na którą działa. Możemy więc ciśnienie traktować jako wartość skalarną.

[image: image23.png]dx




Zależność ciśnienia od sił masowych. Wyodrębnijmy w cieczy prostopadłościan o wymiarach dx, dy, dz i krawędziach rów​noległych do dowolnie obranego układu prostokątnego osi współrzędnych (rys. 4). Niech ten prostopadłościan stanowi oto​czenie punktu M 
RRys. 4

znajdującego się w jego środku. Oznaczamy ciśnienie panujące w punkcie M przez p. Oczywiście, w różnych punktach przestrzeni ciśnienie na ogół jest różne, dlatego rozpatrując ciśnienie w punkcie odmiennym od M musimy uwzględnić przyrost ciśnienia. Ściany prostopadłe do osi x odległe są od punktu M o 1/2 dx (w jedną i drugą stronę w kierunku osi x), dlatego ciśnienie panujące na tych ścianach wyrazimy odpowiednio odejmując lub dodając odpowiednie przyrosty, otrzymamy więc 
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Parcia jako siły powierzchniowe działające na te ściany będą odpowiednio równe
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Wypadkowa sił powierzchniowych działających w kierunku osi x będzie równa
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Składowe siły masowej w kierunku osi x, jeśli przyjmiemy oznaczenia takie, jak w punkcie poprzednim, równa się 
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Wobec tego, że ciecz znajduje się w spoczynku, suma rzutów wszystkich sit na kie​runek osi x jest równa zeru, tj.:
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Przeprowadzając analogiczne rozumowanie w stosunku do kierunków osi y i z otrzymujemy w wyniku trzy równania:
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dodając je stronami mamy
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Lewa strona równania jest różniczką zupełną ciśnienia p (gdyż dla cieczy znajdu​jącej się w spoczynku p =f(x, y, z), a nie zależy od czasu) a więc
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Jest to podstawowe równanie Hydrostatyki wyrażające zależność pomiędzy ciśnieniem a siłami masowymi. Całkując otrzymamy wartość ciśnienia
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Wartość stałej całkowania C możemy każdorazowo wyznaczyć, jeżeli znamy ciśnienie w jakimkolwiek punkcie cieczy.

Jeżeli przyjmiemy, że jednostkowe siły masowe mają potencjał (rozdz. X) i ozna​czymy go przez V, to:
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Podstawiając te wartości do wzoru (2.1)

  otrzymamy
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Powierzchnie jednakowego ciśnienia i ich własności. Geometryczne miejsce punktów, w których panują jednakowe ciśnienia, nazywamy powierzchnią jednakowego ciś​nienia lub powierzchnią ekwipotencjalną (jednakowego potencjału sił masowych).

Dla otrzymania równania powierzchni jednakowego ciśnienia wystarczy wpro​wadzić warunek p =const, czyli dp =0. Z równania (2) otrzymamy szukane równanie, a mianowicie
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Z natury rzeczy powierzchnie jednakowego ciśnienia mają następujące włas​ności: nie mogą wzajemnie przecinać się i każda z nich jest albo powierzchnią zam​kniętą, albo kończy się na ścianie naczynia.

Wykażemy jeszcze, że wektory jednostkowych sił masowych w punktach le​żących na powierzchni jednakowego ciśnienia są normalne (prostopadłe) do tej powierzchni.

Zgodnie z przyjętymi oznaczeniami wektory 
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 są rzutami wektora jed​nostkowej siły masowej na kierunki osi współrzędnych, czyli:
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wartość dx, dy, dz możemy traktować jako rzuty dowolnego wektora przesunięcia ds leżącego na powierzchni jednakowego ciśnienia na kierunki osi współrzędnych, czyli:

dx = ds cos (ds, x),   dy = ds cos (ds, y),   dz = ds cos (ds, z).

Podstawiając wymienione wartości do równania (2.3)

 otrzymamy

a ds [cos (a, x) cos (ds, x) + cos (a, y) cos (ds, y) + cos (a, z) cos (ds, z)] = O 
lub 
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Jak wiemy, jest to warunek prostopadłości dwóch wektorów a i ds. Ponieważ wektor ds może być położony dowolnie, byleby leżał (był ściśle styczny) na powierzchni jednakowego ciśnienia, przeto wektor a jest normalny do tej powierzchni.

Możemy to wyrazić inaczej mówiąc, że powierzchnie jednakowego ciśnienia są ortogonalne do linii sił masowych.

Rozkład ciśnienia w cieczy podlegającej wyłącznie sile ciążenia. Rozpatrzmy przypadek, gdy ciecz znajdująca się w spoczynku podlega jedynie sile ciążenia (gra​witacji) jako sile masowej. Biorąc pod uwagę wymiary obszarów, z którymi najczęściej mamy do czynienia w praktyce, możemy przyjąć, że przyspieszenie ziemskie g jest wartością stałą oraz że wektory przyspieszenia są do siebie równoległe. Obierając układ współrzędnych tak, aby płaszczyzna  xy była pozioma, oś z zaś skierowana pionowo w dół, zgodnie z przyjętymi oznaczeniami, będziemy mieli
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Po podstawieniu tych wartości do równania (2.1)

 otrzymamy:


[image: image43.wmf]pgdzC

r

=+

ò

,

czyli



[image: image44.wmf]pgz

r

=


a biorąc pod uwagę, że iloczyn 
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 jest równy ciężarowi objętościowemu, mamy
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Stałą całkowania C możemy wyznaczyć znając ciśnienie w dowolnym punkcie. 
Równanie powierzchni jednakowego ciśnienia (2.3)

 przybierze postać
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Jest to równanie płaszczyzn poziomych (nie zapominajmy jednak o założeniu przyjętym na początku co do równoległości wek-. torów g, inaczej moglibyśmy wysnuć absurdalny wniosek, że zwierciadło wody w oceanie jest płaszczyzną).

Rozpatrzmy zachowanie się cieczy o swo​bodnym zwierciadle, gdy działa na nią tylko siła ciążenia. Swobodna powierzchnia jest jedną z powierzchni jednakowego ciśnienia, a więc jest płaszczyzną poziomą. Jeżeli odniesiemy nasz układ do osi współrzędnych (rys. 5), to równaniem zwierciadła cieczy będzie
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Rys.5

Przyjmijmy ponadto, że na powierzchni panuje ciśnienie 
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. Pozwoli to na wyz​naczenie stałej całkowania w równaniu (2.4)

 z warunku, że przy   
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Jeżeli teraz zechcemy znaleźć ciśnienie w punkcie M o rzędnej 
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Zwróćmy uwagę, że 
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jest, jak widać z rysunku, zagłębieniem h punktu M pod poziomem zwierciadła cieczy. Zatem w punkcie M ciśnienie wynosi
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Z równania tego wynika, że wszelkie zmiany ciśnienia zewnętrznego przekazywane są w całości na wszystkie punkty cieczy. Jest to znane prawo Pascala.
W praktyce często zewnętrznym ciśnieniem panującym na swobodnej powierz​chni jest ciśnienie atmosferyczne 
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, wówczas w dowolnym punkcie ciśnienie będzie wynosiło
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Wzór 
(2.6)

 możemy przekształcić dzieląc obie strony równania przez  GOTOBUTTON ZEqnNum322936  \* MERGEFORMAT . Otrzymamy wówczas
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Wszystkie wyrazy wchodzące do tego równania mają wymiar długości (liniowy).

Wyrażenie 
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) jest proporcjonalne do ciśnienia, dlatego nazywamy je

wysokością ciśnienia. Istotnie, stosunek — wyraża wysokość warstwy (słupa) cieczy

o ciężarze objętościowym y równoważącej ciśnienie p.
Przy określaniu wartości ciśnienia posługujemy się często powyżej podanym pojęciem wysokości ciśnienia. Mówi się nawet w skrócie np. „ciśnienie 10 m słupa wody". Należy to rozumieć, że stosunek ciśnienia do ciężaru objętościowego wody wynosi 10 m, czyli ciśnienia 
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Jako „normalne" ciśnienie atmosferyczne przyjęto ciśnienie równe 
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 Wysokość tego ciśnienia wynosi więc
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Niemal we wszystkich zagadnieniach technicznych ciśnienie atmosferyczne działa na rozpatrywane ciała ze wszystkich stron, bądź bezpośrednio, jako ciśnie​nie powietrza, bądź ,,przekazując się" przez ciecz, co reprezentuje wyraz 
[image: image68.wmf]a
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 w równaniu.

Swobodna powierzchnia cieczy w naczyniu wirującym dokoła osi pionowej. Jako
przykład, w którym prócz siły ciążenia występują inne siły masowe, rozpatrzymy naczynie z cieczą wirującą dokoła osi pionowej ze stałą prędkością kątową co. (Cząstki cieczy wirują wraz z naczyniem i nie ma przysunięć cząstek względem siebie ani względem ścian naczynia. Dlatego zagadnienie możemy rozpatrywać tak, jakby ciecz była w spoczynku

Na ciecz w dowolnym punkcie M działają teraz następujące siły masowe: siła ciążenia i siła odśrodko​wa. Jednostkowa siła ciążenia jest równa przyspieszeniu ziemskiemu g. Jednostkowa siła odśrodkowa jest równa co do wartości przyspieszeniu dośrodkowemu co2r i skie​rowana jest od środka obrotu wzdłuż promienia. Przez r oznaczyliśmy odległość punktu M od osi obrotu (rys. 7). Rzuty jednostkowych sił masowych na kierunki x, y, z wyrażą się odpowiednio przez 
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. Z  równania  (2.3)

 otrzymamy równanie powierzchni jed​nakowego ciśnienia w postaci
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lub po scałkowaniu
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Jest to równanie paraboloidy obrotowej. Ponieważ swobodna powierzchnia cieczy jest jedną z powierzchni jednakowego ciśnienia, przeto widzimy, że zwierciadło przybiera kształt paraboloidy obrotowej.

§ 3. Parcie hydrostatyczne
Parcie na powierzchnię płaską. 
Rozpatrzmy parcie na powierzchnię A na płaskiej ścianie naczynia wypełnionego cieczą tak, jak przedstawiono na rysunku 8. Na swobodnej powierzchni cieczy panuje ciśnienie 
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. Jeżeli ciecz znajduje się w spoczynku wyłącznie pod działaniem siły ciążenia, to wiemy, że ciśnienie w dowolnym punkcie  zależy od zagłębienia tego punktu pod zwierciadłem cieczy, a powierzchnie jednakowego ciśnienia są płaszczyznami poziomymi. Wyodrębnijmy z rozpatrywanego pola poziomy pasek elementarny dA. Elementarne parcie działające na dA będzie równe
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Podstawiając zamiast ciśnienia p prawą stronę równania (6) otrzymamy
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Ponieważ wszystkie elementarne parcia działają prostopadle do rozpatrywanej powierzchni, są więc do siebie równoległe, gdyż rozpatrujemy tu parcie na płasz​czyznę. Zatem suma parć 
elementarnych będzie sumą algebraiczną, czyli wyzna​czymy ją przez całkowanie w obszarze A i otrzymamy

Rys.8
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.8)

Całka 
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, jak wiemy z mechaniki teoretycznej, może być zastąpiona iloczynem 
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, gdzie          
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 oznacza zagłębienie środka ciężkości S pola A pod zwierciadłem cieczy. A więc w rezultacie parcie na płaską powierzchnię A wyrazi się następująco
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.9)

Parcie na powierzchnię płaską równa się ciśnieniu panującemu w środku ciężkości rozpatrywanej powierzchni, pomnożone​mu przez jej pole.

Kierunek parcia jest oczywiście prostopadły do danej powierzchni. Jeśli zechcemy obliczyć nie całkowite parcie, lecz tylko parcie wywołane przez samą ciecz, czyli zechcemy pominąć wpływ ciśnienia zewnętrznego, to wystarczy przyjąć 
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, a wówczas otrzymamy
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.10)

Działanie parcia zinterpretować można w sposób następujący. Całkę 
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 z równania (2.8)

 do postaci:(2.8)

możemy traktować jako objętość bryły utworzonej w ten sposób, że w każ​dym punkcie pola A, przyjętego jako podstawa, odłożymy prostopadle do podstawy odcinek równy zagłębieniu danego punktu. Ponieważ przy płaskiej powierzchni zagłębienia jej punktów zmieniają się liniowo, przeto otrzymamy również płaskie ograniczenie walca (niekoniecznie obrotowego) o podstawie A i tworzących do niej prostopadłych. Wspomniane płaskie ograniczenie walca w ogólnym wypadku nie jest równoległe do podstawy. Odwzorowanie tak skonstruowanej bryły nazywamy wykresem parcia. Objętość omówionego ,,wykresu parcia" pojmowanego jako bryła, pomnożona przez ciężar objętościowy cieczy y, da nam wartość parcia z pominięciem wpływu ciśnienia zewnętrznego. Przekrój „wykresu parcia" uwidocz​niony jest na rysunku 8. Jeżeli w wykresie parcia zechcemy uwzględnić wpływ ciśnienia zewnętrznego, to wystarczy przekształcić równanie 
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aby zobaczyć, że konstrukcja jego będzie analogiczna do poprzedniej, z tym tylko, że 
zamiast wartości h będziemy odkładali
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. Innymi słowy, sporządzimy wykres tak, jakby ciśnienie zewnętrzne zostało zastąpione równoważną mu warstwą cieczy o wysokości 
[image: image88.wmf]0

p

g

. Przedłużenie wykresu na rysunku 8 zaznaczono liniami kreskowanymi.

Dotychczas mówiliśmy jedynie o obliczeniu wartości parcia, znamy również kierunek wypadkowej parcia jako prostopadły do badanej powierzchni płaskiej. Dla całkowitego rozwiązania zagadnienia należy jeszcze wyznaczyć położenie wy​padkowej i punkt, w którym przebije ona rozpatrywaną powierzchnię, czyli tzw. środek parcia.
Jest rzeczą zupełnie zrozumiałą, że wobec stałego 
[image: image89.wmf]g

 wypadkowa parcia przejdzie przez środek ciężkości bryły stanowiącej wykres parcia. Rzut środka ciężkości bryły na badaną powierzchnię będzie oczywiście szukanym środkiem parcia. W większości przypadków praktycznych wykresy parcia tworzą prawidłowe bryły geometryczne i położenie ich środka ciężkości znane jest z geometrii. Analitycznie, nie posługując się wykresem parcia, określimy położenie środka parcia rozpatrując momenty parć elementarnych. Rozpatrzmy, jak poprzed​nio, parcie na pole A na płaskiej ściance pochylonej do poziomu pod kątem a. Obie​rzmy układ współrzędnych prostokątnych 
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przechodzących przez środek cięż​kości S pola A leżących na płaszczyź​nie A i przechodzących równolegle i pros​topadle do prostej  ab  stanowiącej przecięcie ścianki ze zwierciadłem cieczy (rys. 9). Dla uproszczenia rozważań roz​patrzmy ten przypadek z pominięciem ciśnienia zewnętrznego. Obierzemy elementarne poletko dA o współrzędnych 
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Niech punkt C będzie środkiem parcia o współrzędnych 
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Dla określenia 
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 rozpatrzymy sumę momentów parć elementarnych 
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 względem prostej ab. Będziemy mogli napisać równanie

Rys. 9
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� Siła masowa przypadająca na jednostkę masy ma wymiar przyspieszenia, ni trzeba jej jednak utożsamiać z przyspieszeniem
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