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MODELE TERMOPOROSPR�� YSTO� CI O� RODKA 
DWUFAZOWEGO 

Anna Uciechowska-Grakowicz 

W warunkach nieizotermicznych na stan napr�� enia i odkszta
cenia w o� rodku porowatym, 
oprócz czynników mechanicznych, wp
yw ma równie�  pole temperatury. Zmiany temperatury mog�  
mie�  istotny wp
yw na budowle betonowe [Gawin i in. 2002, 2012, Pesavento i in, 2018], budowle 
hydrotechniczne, np. elektrownie wodne, a w szczególno� ci ich awarie [	yd� ba, Sobótka, 2014],  
zbiorniki odpadów poflotacyjnych [Bartlewska-Urban, Strzelecki, 2015], lub w zagadnieniach 
zwi� zanych ze sk
adowaniem odpadów radioaktywnych czy dzia
alno� ci�  górnicz�  [Strzelecki, 
Uciechowska, 2014].  

Biot w jednej z prac dotycz� cej termospr�� ysto� ci [1956] zauwa� y
 analogi�  mi� dzy zwi� zkami 
konstytutywnymi uwzgl� dniaj� cymi obecno��  p
ynu w porach o� rodka, a zwi� zkami uwzgl� dniaj� cymi 
zmiany temperatury. Porównanie zwi� zków konstytutywnych i sta
ych materia
owych dla obu 
procesów przedstawi
 Norris [1992]. Zimmermann [2009] przedstawi
 równie�  analogi�  mi� dzy 
równaniami równowagi oraz równaniami przep
ywu p
ynu i przep
ywu ciep
a. Sam termin 
„porospr�� ysto�� ” powsta
 przez analogi�  do termospr�� ysto� ci. W przypadku zagadnie�  
nieizotermicznych dla o� rodków porowatych w publikacjach angloj� zycznych u� ywany jest cz� sto 
termin „thermoporoelasticity”, który analogicznie mo� na przet
umaczy�  jako „termoporospr� zysto�� ”.  

Analityczne rozwi� zanie zadania termokonsolidacji znale��  mo� na np. w pracach Gaszy� skiego 
dotycz� cych równomiernie obci�� onej warstwy gruntu [2007], oraz wciskanego w pó
przestrze�  
ko
owego sztywnego stempla obci�� onego si
�  [2008], rozwi� zania te wskazuj�  na du� y wp
yw 
w
a� ciwo� ci termicznych o� rodka na osiadanie pocz� tkowe fundamentu w obszarze kontaktu. Oparta na 
modelu Coussy’ego [1995] praca Suareza-Arrigi [2010] dotycz� ca pompowania wody z warstwy 
wodono� nej, wykazuje po 10 latach 5-krotnie wy� sze warto� ci przemieszcze�  w przypadku wody 
geotermalnej ni�  w przypadku wody zimnej. Model termokonsolidacji o� rodka lepko-porospr�� ystego 
przedstawiony przez Strzeleckiego [2006], zosta
 wykorzystany równie�  dla utworzenia modelu 
uwzgl� dniaj� cego lepko��  szkieletu o� rodka, przez Bartlewsk� -Urban i Strzeleckiego [2012], 
zaimplementowany do oblicze�  wp
ywu cyklicznych zmian temperatury na obiekty in� ynierskie 
[Bartlewska-Urban i Strzelecki 2014, Bartlewska-Urban i in., 2016]. W przypadku o� rodków 
spr�� ystych zale� no� ci mi� dzy temperatur� , odkszta
ceniem i napr�� eniem opisuj�  zwi� zki Duhamela-
Neumanna. Sposób wyprowadzenia tych zwi� zków przedstawi
 w swojej monografii Nowacki [1975]. 
Wychodz� c z pierwszej zasady termodynamiki oraz spe
niaj� c nierówno��  Clausiusa-Duhema 
otrzymuje si�  zwi� zki opisuj� ce zale� no��  napr�� enia i entropii od odkszta
cenia i zmian temperatury: 

 ,ij ijkl kl ijcs e b J= -  (8.1) 

gdzie J  to zmiana temperatury, a ijb  to sta
a materia
owa zale� na od wspó
czynnika rozszerzalno� ci 

cieplnej: ij ijkl klcb a=  . 

W przypadku o� rodków porospr�� ystych, zwi� zki konstytutywne wyprowadzi�  mo� na w analogiczny 
sposób, zmiana energii wewn� trznej o� rodka zale� na jest równie�  od zmiany obj� to� ci p
ynu, jak to 
przedstawiono wcze� niej dla przypadku izotermicznego. Autorów, którzy przedstawiali  zwi� zki dla 
o� rodków porospr�� ystych odpowiadaj� ce zwi� zkom Duhamela-Neumanna [m. in. McTigue 1986, 
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Charlez 1991, Coussy 1995, Strzelecki i in. 2008] ró� ni�  przyj� te za
o� enia oraz u� yte funkcje stanu, 
st� d w pracach z zakresu termoporospr�� ysto� ci mo� na spotka�  si�  z ró� nymi interpretacjami sta
ych 
materia
owych. Równania ci� g
o� ci przep
ywu i równania zachowania p� du s�  w zagadnieniach 
termoporospr�� ysto� ci takie same jak w klasycznym modelu porospr�� ysto� ci. Modele przewodzenia 
ciep
a w o� rodku dwufazowym dziel�  si�  na dwie kategorie: LTE (local thermal equilibrium) – w 
których obie fazy w równowadze termicznej (z punktu widzenia przewodzenia ciep
a o� rodek taki 
traktowany jest jak jednofazowy) i NLTE (non local thermal equilibrium) – w których obie fazy nie s�  
w równowadze termicznej [Su i Davidson, 2015]. W niniejszym rozdziale przedstawione zostan�  oba 
podej� cia wraz z przyk
adami numerycznymi. 

8.1. Termokonsolidacja o� rodków porowatych zbudowanych ze spr�� ystego 
szkieletu i cieczy 

8.1.1. Przypadek I - przep
yw ciep
a przez o� rodek w stanie lokalnej równowagi 
termicznej 

Na podstawie prac Nowackiego [1975] oraz Strzeleckiego i in [2008], dotycz� cych o� rodków 
spr�� ystych oraz porospr�� ystych, korzystaj� c z praw termodynamiki opisuj� cych procesy 
nieodwracalne mo� na wyprowadzi�  zwi� zki konstytutywne dla o� rodka porospr�� ystego w warunkach 
izotermicznych oraz nieizotermicznych, przy za
o� eniu � e ciep
o przewodzone jest przez obie fazy 
jednocze� nie, lub przewodzone jest przez ka� d�  z faz osobno. Zwi� zki zak
adaj� ce jednakow�  
temperatur�  obu faz o� rodka oraz metodyka ich wyprowadzenia przedstawione zosta
y w rozdziale 7. 

Pierwsz�  posta�  zwi� zków konstytutywnych dla o� rodka porospr�� ystego w warunkach 
nieizotermicznych mo� na otrzyma�  przyjmuj� c jako funkcj�  stanu energi�  swobodn�  Helmholtza c , a 

jako parametry stanu odkszta
cenie o� rodka, odkszta
cenie p
ynu oraz temperatur� ( ), ,ij Tc c e q=  

[Strzelecki 2006]. Ró� niczka energii swobodnej ma posta�  ij
ij

d d d dT
T

c c c
c e q

e q
¶ ¶ ¶

= + +
¶ ¶ ¶

. 

Post� puj� c w sposób analogiczny do podanego wcze� niej dla przypadku izotermicznego, oraz do 
podanego przez Nowackiego [1975] dla o� rodków termospr�� ystych, jej zmian�  w jednostce obj� to� ci 
w czasie mo� na zapisa�  w postaci: 

 .ij
ij

T
T

c c c
c e q

e q
¶ ¶ ¶

= + +
¶ ¶ ¶

� �� �  (8.2) 

Korzystaj� c z równania (7.139) mo� na napisa� : 

 0,ij ij
ij

s T
T

c c c
s e s q

e q

� �¶ ¶ ¶� � � �- + - + - - =� � � � � �� �¶ ¶ ¶� � � �� �

� ��  (8.3) 

Sk� d mo� na uzyska�  zale� no� ci: 

 ,     ,     .ij
ij

s
T

c c c
s s

e q
¶ ¶ ¶

= = - =
¶ ¶ ¶

 (8.4) 
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Rozwini� cie w szereg Taylora energii swobodnej jako funkcji odkszta
ce�  szkieletu i p
ynu, oraz 
temperatury ma posta� :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) )

0 0 0
0
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22
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ij ij
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ij kl
ij kl

ij ij
ij ij

T T T
T T T

T

T T T
T

T
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c c c
c e q c e q

e q

c c c
e e q

e e q

c c c
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¶ ¶ ¶
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+ + + +�� ¶ ¶ ¶ ¶�

¶ ¶ ¶
+ + + +

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

(8.5) 

gdzie 0T  to temperatura stanu naturalnego, w którym nie wyst� puj�  napr�� enia i odkszta
cenia. Dla 

takiego stanu mo� na napisa� : 

 

( )
( )

( )
( )

0

0

0

0

0,0, 0,

0,0, 0,

0,0, ,

0,0, 0.

ij

a

T
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c

s

s s

=

=

=

=

  (8.6) 

Po zastosowaniu podstawie� : 
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 (8.7) 

rozwini� cie z dok
adno� ci�  do ma
ych warto� ci drugiego rz� du ma posta� :  

( ) ( ) ( ) ( )22
0 0 0

1
, , ( ),

2ij a ijkl ij kl ij ij ij ijT c T T T T T Tc e q s q e e b e q h e gq wq x= + + + - + + - + -  

sk� d, korzystaj� c z zale� no� ci (8.4) uzyska�  mo� na zwi� zki konstytutywne w postaci: 
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( )  
 

  
 

,

 ,

,

ij ijijk kl

a ij

c

s

s e b q hJ d

s s b e g q wJ
he wq xJ

= + +

= + + +

- = + +

  (8.8) 

gdzie 0T TJ = - . Przy u� yciu oznacze�  takich, jak dla przypadku izotermicznego, otrzymuje si�  

posta�  odpowiadaj� c�  tej zaproponowanej przez Biota i Willisa [1957], poszerzon�  dodatkowo o wp
yw 
temperatury: 

 

( )2  ,

 ,

.

ij ij ijN A Q

Q R

s

s e e q hJ d

s e q wJ
he wq xJ

= + + +

= + +

- = + +
  (8.9) 

Wspó
czynniki h  i w  mo� na uzyska�  zak
adaj� c, � e odkszta
cenia obj� to� ciowe spowodowane s�  

jedynie przez temperatur�  ( 0ijs s= = , 3  s
Te a J= , l

Tq a J= ), gdzie s
ta  i l

Ta  to odpowiednio 

wspó
czynniki rozszerzalno� ci cieplnej szkieletu (liniowy) i p
ynu (obj� to� ciowy). 

 
( )
( )
3 ,

3

s l
t T

l
T T
s

K Q

Q R

h a a

w a a

= - +

= - +
 (8.10) 

8.1.2. Przypadek II - przep
yw przez ka� d�  z faz oddzielnie 

W przypadku transportu przez o� rodek porowaty, p
yn przep
ywa tylko przez przestrze�  porow�  
– st� d warto��  pr� dko� ci filtracji p
ynu (wydatku na jednostk�  powierzchni) jest iloczynem warto� ci 
pr� dko� ci rzeczywistej oraz porowato� ci. Nieco inaczej sprawa si�  ma w przypadku przewodzenia 
ciep
a – przep
ywa ono przez obie fazy w ró� nym tempie, co wi� cej, nast� puje wymiana ciep
a mi� dzy 
fazami. Poni� ej przedstawione zostan�  równania konstytutywne dla o� rodka nie b� d� cego w stanie 
lokalnej równowagi termicznej, wyprowadzone podobnie, jak dla o� rodka b� d� cego w lokalnej 

równowadze, przy za
o� eniu � e obie fazy mog�  mie�  w danym momencie ró� n�  temperatur� : jako 
sT  

oznaczana b� dzie temperatura szkieletu, natomiast 
lT  temperatura cieczy [Uciechowska-Grakowicz i 

Strzelecki, 2017]. W zwi� zku z ró� nymi temperaturami pr� dko��  zmian entropii b� dzie równie�  ró� na 
dla obu faz: 

�  pr� dko��  zamiany entropii szkieletu: 

 ,
1  ,

s
i i
s

q
s

T
= -�   (8.11) 

�  pr� dko��  zmian entropii p
ynu: 

 ,
2 ,

l
i i
l

q
s

T
-=�   (8.12) 
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gdzie s

iq  to sk
adowe strumienia ciep
a przep
ywaj� cego przez szkielet, a liq  to sk
adowe strumienia 

ciep
a przep
ywaj� cego przez p
yn. U� ywaj� c tych oznacze� , zmian�  energii wewn� trznej o� rodka 
mo� na zapisa�  za pomoc�  wzoru: 

  , , - - .s l
ij ij i i i iw q qs e sq= + ���  (8.13) 

Energi�  swobodn�  Helmholtza przy za
o� eniu ró� nych temperatur obu faz mo� na wyrazi�  wzorem: 

 1 2  ,s lF W S T S T= - -   (8.14) 

a pr� dko��  jej zmian w uk
adzie lokalnym: 

 1 1 2 2   .s s l lw sT sT s T sTc = - - - -� �� � � �   (8.15) 

St� d mo� na uzyska�  wyra� enie: 

 1 2 0.s l
ij ij s T s Ts e sq c+ - - - =� � �� �   (8.16) 

Zak
adaj� c, � e energia swobodna jest funkcj�  odkszta
ce�  obu faz oraz ich temperatur bezwzgl� dnych: 

( ), , ,s l
ij T Tc c e q= , mo� na zapisa�  jej ró� niczk�  w postaci: 

 
� �

   ,s l
ij s l

ij

d T T
T T

c c c c
c e q

e q
¶ ¶ ¶ ¶

= + + +
¶ ¶ ¶ ¶

��  (8.17) 

która pozwala nam napisa�  powy� sze wyra� enie: 

 
� �

 1 2 0,s l
ij ij s l

ij

s T s T
T T

c c c c
s e s q

e q

� �¶ ¶ ¶ ¶� � � � � �- + - + - - + - - =� � � � � � � �� �¶ ¶ ¶ ¶� � � � � �� �

��   (8.18) 

sk� d mo� na uzyska�  nast� puj� ce zale� no� ci: 

 1 2 ,     ,     ,    .ij s l
ij

s s
T T

c c c c
s s

e q
¶ ¶ ¶ ¶

= = - = - =
¶ ¶ ¶ ¶

  (8.19) 

Funkcj�  lokaln�  energii swobodnej mo� na rozwin��  w szereg Maclaurina, przy czym temperatura 
ka� dej z faz jest tu sum�  temperatury pocz� tkowej oraz temperatury wzgl� dnej: 

 0

0

,

.

s s

l l

T T

T T

J

J

= +

= +
  (8.20) 
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Wprowadzaj� c dodatkowe oznaczenia wynikaj� ce ze zmiany temperatur w obu fazach o� rodka: 
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  (8.21) 

funkcj�  energii swobodnej z dok
adno� ci�  do ma
ych drugiego rz� du mo� na przedstawi�  w postaci: 

 
( ) ( ) ( )2 22

  

.

2 , , , 2

2 2 2 2 2

s l s s l l
ij a ijkl ij kl

s s l l s s l l ls s l
ij ij ij ij ij ij

T T c T T

T T T T T

c e q s q e e gq x x

b e q h e h e w q w q x

= + + + +

+ + + + + +
  (8.22) 

St� d, wykorzystuj� c zale� no� ci (8.19) uzyska�  mo� na zwi� zki konstytutywne i równania entropii w 
obydwu fazach o� rodka dwufazowego w postaci: 

 
1

2

,

,

   

   

  

,

.

s s l l
ij ijkl kl ij ij ij

s s l l
a ij ij

s s s s ls l
ij ij

l l ls l l l
ij ij

c

s

s

s e b q h J h J

s s b e gq w J w J

h e w q x J x q

h e w q x J x J

= + + +

- = + + +

- = + + +

- = + + +

  (8.23) 

Analogicznie, jak w przypadku o� rodka izotermicznego oraz traktowanego jako jednofazowy ze 

wzgl� du na przewodnictwo cieplne, tensor ijklc  mo� na wyrazi�  za pomoc�  sta
ych Lamégo, natomiast 

tensor ijb  i sta
�  g   za pomoc�  sta
ych Biota: 

 
,

 .
ij ijQ

R

b d

g

=

=
  (8.24) 

Zgodnie z za
o� eniem, � e o� rodek jest izotropowy, tensory sijh  i l
ijh  mo� na zast� pi�  sta
ymi sh  i lh  

wyra� onymi wzorami: 

 
,

 .

s s
ij ij

l l
ij ij

h h d

h h d

=

=
  (8.25) 
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Zatem zwi� zki konstytutywne i równania entropii otrzymuje si�  w postaci: 

 

( )  

 

1  

2  

,

,

,

   2

   

   .

s s l l
ij ij ij

s s l l
a

s s s s ls l
ij

l l ls l l l
ij

N A Q

Q R

s

s

s e e q h J h J d

s s e q w J w J

h e w q x J x J

h e w q x J x J

= + + + +

- = + + +

- = + + +

- = + + +

  (8.26) 

Wspó
czynniki sh i lh  mo� na uzyska�  przez zw�� enie pierwszego ze zwi� zków (8.26): 

 ( )2 3 3 3 3  .s s l l
ii N A Qs e q h J h J= + + + +   (8.27) 

Je� li modu
 odkszta
cenia obj� to� ciowego szkieletu oznaczymy jako 2 / 3K A N= + , napr�� enia 
� rednie mo� na wyrazi�  wzorem: 

 .s s l l
m K Qs e q h J h J= + + +   (8.28) 

Zak
adaj� c, � e jedyn�  przyczyn�  powoduj� ca odkszta
cenia szkieletu jest temperatura sJ  

( 0, 0, 0, 3  )l s s
m Ts J q e a J=  =  = = , wtedy:  

  .s sKe h J= -   (8.29) 

St� d mo� na stwierdzi� , � e  

 3 ,s sKh a= -   (8.30) 

gdzie sa  jest wspó
czynnikiem obj� to� ciowej rozszerzalno� ci szkieletu. Je� li natomiast odkszta
cenia 

cieczy spowodowane s�  wy
� cznie zmian�  jej temperatury l l
Tq a J= , wtedy  

 ,l lQq h J= -   (8.31) 

co pozwala na okre� lenie warto� ci wspó
czynnika lh : 

 ,l lQh a= -   (8.32) 

gdzie la  jest wspó
czynnikiem obj� to� ciowej rozszerzalno� ci cieplnej p
ynu.  

W podobny sposób mo� na uzyska�  wspó
czynniki sw  i lw  dla drugiego ze zwi� zków. Je� li jedyn�  
przyczyn�  odkszta
cenia obj� to� ciowego cieczy jest zmiana jej temperatury, wtedy: 
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 ,l lRq w J= -   (8.33) 

st� d: 

 .l lRw a= -   (8.34) 

Podobnie w przypadku odkszta
ce�  szkieletu, je� li przyczyn�  ich odkszta
ce�  jest wy
� cznie 
temperatura, wtedy: 

 3 .s sQw a= -   (8.35) 

Zwi� zki konstytutywne dla o� rodka z
o� onego ze spr�� ystego szkieletu i cieczy przy za
o� eniu 
niezale� nego przep
ywu ciep
a w obu fazach z wymian�  ciep
a mi� dzy fazami mo� na  przedstawi�  w 
postaci: 

 
( )

 

   

3 .

2 3 ,s s l l
ij ij ij

s s l l
a

N A Q K Q

Q R Q R

s e e q a J a J d

s s e q a J a J

= + + - -

- = + - -
  (8.36) 

8.1.3. Równania przewodnictwa cieplnego dla o� rodka z
o� onego ze spr�� ystego 
szkieletu i cieczy 

W przypadku, gdy o� rodek traktowany jest jako ci� g
y z punktu widzenia przewodnictwa 
cieplnego (obie fazy s�  w lokalnej równowadze termicznej), równanie entropii po uwzgl� dnieniu 
wspó
czynników h  i w  ma posta� : 

 ( ) ( )3 3 ,s l l
t T T T

sK Q Q Rs a a a ae q xJ- + - +- = + +   (8.37) 

Po zró� niczkowaniu po czasie i pomno� eniu przez temperatur� , korzystaj� c z równania przewodzenia 

ciep
a Fouriera otrzyma�  mo� na równie przewodzenia ciep
a w o� rodku porowatym. Wspó
czynnik x  

okre� li �  mo� na zak
adaj� c sta
e odkszta
cenie p
ynu i szkieletu ( 0, 0)e q= =�� : 

 ,Ts TxJ- = ��   (8.38) 

oraz korzystaj� c z definicji ciep
a w
a� ciwego przy sta
ej obj� to� ci,  v
v

s
c T

T
¶� �= � �¶� �

: 

 
0

 ,vc
T
r

x @ -    (8.39) 

gdzie  0T  to temperatura bezwzgl� dna stanu naturalnego.  St� d ostatecznie równanie przewodzenia 

ciep
a mo� na zapisa�  w postaci: 
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 ( ) ( )2

0

3  3 .s l s l v
t T T T

c
T K Q T Q R T T

T
r

l a a e a a q JÑ = - + - + -� ��    (8.40) 

Podobnie post� pi�  mo� na w przypadku rozpatrywania przewodzenia ciep
a w obu fazach, gdy nie s� one 

w lokalnej równowadze termicznej. Uwzgl� dniaj� c uzyskane wcze� niej wspó
czynniki sh , lh , sw  i 
lw   równania entropii maj�  posta� : 

 1

2  

, 

.

 3 3  

  

s s s s ls l

l l ls l l l

s K Q

s Q R

a e a q x J x J

a e a q x J x J

- = - - + +

- = - - + +
  (8.41) 

Po zró� niczkowaniu wzgl� dem czasu i przemno� eniu przez temperatur�  bezwzgl� dn�  T: 

 1

2

,  3 3  

   .l

s s s s ls l

ls s ll l

Ts TK TQ T T

Ts TQ TR T T

a e a q x J x J

a e a q x J x J

- = - - + +

- = - - + +

� � ���
� � ���

  (8.42) 

Wielko��  
ds

T
dt

  jest miar�  ilo� ci ciep
a wytworzonego w jednostce obj� to� ci rozwa� anego obszaru w 

procesie zmiany temperatury, gdy odkszta
cenie o� rodka konsoliduj� cego jest sta
e (pr� dko��  dylatacji 
szkieletu i cieczy jest równa zeru). Wielko��  taka okre� lana jest mianem ciep
a w
a� ciwego 

odpowiedniego sk
adnika o� rodka przy sta
ej obj� to� ci vc . Poniewa�  sh , lh  oraz sw  i lw   s�  ujemne, 

wi� c 0sx < , 0lx <  i 0lsx < , wynosz�  one: 

 1 2

0 0 0

 , , ,
s l ls

s l lsv v vc c c
T T T

r r r
x x x= -    = -    = -   (8.43) 

gdzie is l
v vc c     odpowiadaj�  kolejno ciep
u w
a� ciwemu szkieletu i p
ynu przy sta
ej obj� to� ci, oraz  ls

vc  

to ciep
o w
a� ciwe sprz�� enia termicznego faz. Korzystaj� c z prawa przewodnictwa cieplnego Fouriera 
  

, ,i ij jq Tl= -  oraz równania wynikaj� cego z definicji entropii ,i iTS q= -� , mo� na otrzyma�  równania 

przewodzenia ciep
�  w o� rodku dwufazowym: 

 

( )

( )

2
1

0

2
2

0

  3 3 ,

  ,

s
s s s s s s ls l

v v

l
l l l l ls l l l

v v

T
TK TQ c c

T

T
TQ TR c c

T

l J a e a q r J r J

l J a a q r Je r J

Ñ = - - + +

Ñ = - - + +

� � ��

� � ��

  (8.44) 

gdzie sl  jest wspó
czynnikiem przewodnictwa cieplnego szkieletu o� rodka dwufazowego , natomiast 
ll  jest wspó
czynnikiem przewodnictwa cieplnego p
ynu (z uwzgl� dnieniem powierzchni przez któr�  

przewodzone jest ciep
o w danej fazie: (1 )s s
rz fl l= - , l l

rz fl l= ).  
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Przy za
o� eniu tej samej temperatury w p
ynie i szkielecie, sumuj� c oba równania (8.44) otrzyma�  
mo� na równanie, którego posta�  odpowiada równaniu przewodzenia ciep
a modelu o� rodka w lokalnej 
równowadze termicznej, traktowanego jako ci� g
y (8.40): 

 ( ) ( )2

0

( )
3  3 ,

eff
eff s l s l v

t T T T

c
T K Q T Q R T T

T
r

l a a e a a q JÑ = - + - + -� ��    (8.45) 

gdzie eff s ll l l= +  to efektywny wspó
czynnik przewodzenia ciep
a a 

1 2 )( ) ( ) (eff s ls l sl
v v v v vc c c c cr r r r r+ += + , to efektywne ciep
o w
a� ciwe gruntu.  

Wspó
czynniki przewodzenia ciep
a odniesione s�  tu do powierzchni zajmowanej przez o� rodek, zatem 
efektywny wspó
czynnik przewodzenia ciep
a jest w tym przypadku arytmetyczn�  � redni�  wa� on� , co 
odpowiada efektywnemu wspó
czynnikowi ciep
a o� rodka uwarstwionego, w którym warstwy u
o� one 
s�  równolegle do kierunku przewodzenia ciep
a. W przypadku o� rodków porowatych uk
ad taki 
traktowa�  mo� na jako górn�  warto��  graniczna  [Farouki, 1981].  Jako granic�  doln�  traktowa�  mo� na 
jest � redni�  harmoniczn� , odpowiadaj� c�  przypadkowi, gdy warstwy u
o� one s�  prostopadle do 
kierunku przep
ywu ciep
a. Farouki [1981] oraz Nield i Bejan [2006] proponuj�  dla zbli� onych warto� ci 
wspó
czynników przewodzenia ciep
a obu faz szacowanie wspó
czynnika efektywnego przy u� yciu 
wa� onej � redniej geometrycznej. Ró� ne formu
y u� redniaj� ce wspó
czynnika przewodzenia ciep
a 
zosta
y równie�  zaproponowane m.in. przez Smitha [1942],  Mickleya [1951], Gemanta [1952], czy 
Kerstena [1949] i Johansena [1975]. Kunii i Smith [1960] zaproponowali zamodelowanie  gruntu za 
pomoc�  sfer otoczonych p
ynem lub matryc� . Podobny sposób okre� lenia warto� ci granicznych 
efektywnego wspó
czynnika przewodzenia ciep
a dla gruntu proponuje Coussy [2004]: 

.s f eff f s
sph sphl l lÌ Ì£ £  

Przy za
o� eniu, � e  o� rodek porowaty sk
ada si�  z  wype
nionych p
ynem sfer w szkielecie, efektywny 
wspó
czynnik przewodzenia ciep
a wynosi: 

2 2 1

,

2 1

f f

f s s s
sph s

f f

s s

n

n

l l
l l

l l
l l
l l

Ì

� �
+ - -� �

� �=
� �

+ + -� �
� �

 

natomiast w sytuacji odwrotnej: 

( )

( )

2 1 2 1 1

.

2 1 1 1

f f

s f s s
sph s

f f

s s

n

n

l l
l l

l l
l l
l l

Ì

� �
+ + - -� �

� �=
� �

+ - - -� �
� �

 

W praktyce okre� lenie efektywnych wspó
czynników przewodzenia ciep
a dla ka� dej fazy i ich 
u� rednienia jest zagadnieniem skomplikowanym m.in. ze wzgl� du na ukszta
towanie porów, dyspersje 
oraz transfer ciep
a mi� dzy fazami [Hsu, 2005]. Przy dobrej znajomo� ci mikrostruktury, na 
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dok
adniejsze oszacowanie efektywnego wspó
czynnika przewodzenia ciep
a mog�  pozwoli�  metody 
teorii homogenizacji. Prosty przyk
ad dla materia
u porowatego wype
nionego p
ynem przedstawili 
Auriault i in. [2009].  

8.1.4. Uk
ad równa�  termokonsolidacji o� rodków porowatych zbudowanych ze 
spr�� ystego szkieletu i cieczy 

Model termokonsolidacji o� rodka porowatego zawiera 23 niewiadome: 

�  3 przemieszczenia iu , 

�  3 sk
adowe pr� dko� ci filtracji iv , 

�  6 sk
adowych tensora odkszta
cenia ije , 

�  6 sk
adowych tensora napr�� enia ijs , 

�  napr�� enie porowe s , 
�  odkszta
cenie obj� to� ciowe szkieletu e , 
�  odkszta
cenie obj� to� ciowe p
ynu q , 
�  temperatura p
ynu, 
�  temperatura szkieletu, 

Uk
ad równa�  termokonsolidacji o� rodka dwufazowego sk
ada si�  zatem z 23 równa�  dla 23 
niewiadomych dla przypadku niezale� nego przep
ywu ciep
a przez obie fazy: 

�  zwi� zki geometryczne (6 zwi� zków dla odkszta
ce�  postaciowych i obj� to� ciowych oraz 
dylatacja): 

 

11 22 33

1
 ,

2

,

ji
ij

j i

UU
x x

e

e e e e

� �¶¶
= +� �� �¶ ¶� �
= + +

  (8.46) 

�  zwi� zki fizyczne (6 zwi� zków dla szkieletu i jeden dla p
ynu): 

 
( )

 

   2 3 ,

3

s s l l
ij ij ij

s s l l
a

N A Q K Q

Q R Q R

s e e q a J a J d

s s e q a J a J

= + + - -

- = + - -
  (8.47) 

�  równanie równowagi wewn� trznej dla przypadku quasi-statycznego (3 równania): 

 , ( )  0,ij ij j iXs sd r+ + =   (8.48) 

�  równanie ruchu cieczy: 

 ( ),  ,iiks q e= -� �   (8.49) 

�  równania opisuj� ce pr� dko��  cieczy (3 równania) 

 , r
i iv kH= -   (8.50) 
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�  równania przewodnictwa ciep
a : 

 

( )

( )

2
1

0

�
2

 2
0

  3 3 ,

  ,

s
s s s s s s ls l

v v

l
l l l l ls l l l

v v

T
TK TQ c c

T

T
TQ TR c c

T

l J a e a q r J r J

l J a e a q r J r J

Ñ = - - + +

Ñ = - - + +

� � ��

� � �
  (8.51) 

W� ród wymienionych niewiadomych, niezale� nych jest tylko 6 z 23. Uk
ad ten sprowadza si�  do 6 

równa�  z 6 niewiadomymi: 1 2 3, , , , , s lU U U T Ts : 

�  3 równa�  równowagi wewn� trznej (8.48), 
�  1 równania ruchu cieczy (8.49), 
�  2 równa�  przewodnictwa ciep
a (8.51), 

W przypadku za
o� enia o� rodka w lokalnej równowadze termicznej (jednofazowego z punktu widzenia 

przewodnictwa cieplnego), uk
ad sprowadza si�  do 5 równa�  z 5 niewiadomymi 1 2 3, , , , U U U Ts , gdzie 

równania (8.51) zast� pione s�  przez równanie przewodzenia ciep
a dla o� rodka, a w równaniach (8.47) 
temperatura szkieletu równa jest temperaturze p
ynu. Przyj� cie takiego za
o� enia charakteryzuje si�  
pewn�  niekonsekwencj� , bowiem model Biota by
 budowany od pocz� tku dla o� rodka dwufazowego. 
W modelach zak
adaj� cych ró� ne temperatury obu faz o� rodka sprz�� enie cz� sto uzyskiwane jest 
równie�  przez wykorzystanie prawa stygni� cia i wprowadzenie wspó
czynnika przewodzenia ciep
a 
mi� dzy fazami [np. Wakao i in 1979, Bories 1987, Hanyga i Jianfei 2004]. 

8.2. Termokonsolidacja o� rodków porowatych zbudowanych ze spr�� ystego 
szkieletu i gazu 

8.2.1. Zwi � zki konstytutywne 

8.2.1.1. Zwi � zki konstytutywne gdy zak
adamy, � e ciep
o rozchodzi si�  przez 
o� rodek jednofazowy 

Podobnie, jak w przypadku modelu izotermicznego, w przypadku o� rodka wype
nionego gazem, 
dla oddzia
ywa�  mechanicznych zastosowa�  mo� na prawo Boyle’a-Meriotte’a  

 .pV const=  (8.52) 

 Sk� d mo� na uzyska�  funkcj�
( )1

aR
f

s
q

= -
+

. Zwi� zki konstytutywne b� d�  mia
y wtedy posta� :   

 

( )

( )
 

2  ,

 ,
1

ij ij ij

a

N A Q

Q
f

s e e q hJ d

s
s e q wJ

q

= + + +

= - +
+

   (8.53) 

ze wspó
czynnikami: 
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 ( )3 ,s g
t TK Qh a a= - +  (8.54) 

oraz 

 ( ) 
  3 s gQ Rw a a= - + . (8.55) 

Po uwzgl� dnieniu powy� szych relacji oraz wynikaj� cej z prawa Clapeyrona zale� no� ci dla oddzia
ywa�  

termicznych 1/g Ta = , wspó
czynniki (8.54) i (8.55) maj�  posta� : 

 

( )

 

 

3 ,

3 .
1

sg s

sg s a

Q
K

T

Q
fT

h a

s
w a

q

� �= - +� �
� �

� �
= - +� �� �+� �

 (8.56) 

St� d mo� na zwi� zki konstytutywne dla procesu nieizotermicznego zapisa�  w postaci: 

 

( ) ( )

 

 

 

2  3 ,

 3 .
1 1

s
ij ij ij

sa a

Q
N A Q K

T

Q Q
f fT

s e e q a J d

s s
s e q a J

q q

� �� �= + + - +� �� �� �� �

� �
= + - +� �� �+ +� �

 (8.57) 

8.2.1.2. Zwi � zki konstytutywne, gdy zak
adamy, � e przep
yw ciep
a odbywa si�  
w obu fazach o� rodka niezale� nie.  

Podobnie, jak w przypadku przep
ywu cieczy, przep
yw ciep
a mo� na analizowa�  w ka� dej z faz 
z osobna. Podstawowa forma zwi� zków konstytutywnych dla gazu jako p
ynu porowego nie zmienia 
si�  i ma posta�  tak� , jak równania (8.36): 

 
( )  

 

,   2

 .

s s g g
ij ij ij

s s g g
a

N A Q

Q R

s e e q h J h J d

s s e q w J w J

= + + + +

- = + + +
   

Wspó
czynniki sh i sw  dotycz� ce szkieletu pozostaj�  bez zmian: 

,3

.3

s s

s s

K

Q

h a

w a

= -

= -  

Wspó
czynniki dotycz� ce p
ynu, w przypadku gazu nie s�  ju�  sta
ymi materia
owymi, lecz funkcjami. 

Przy za
o� eniu zmian obj� to� ci gazu wskutek wy
� cznie zmiany jego temperatury funkcja sgh  ma 

posta� : 
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 ,sg g Q
Q

T
h a= - = -   (8.58) 

podobnie w przypadku drugiego ze zwi� zków, funkcj�  sgw  mo� na zapisa�  w nast� puj� cej postaci: 

 
( )

.
1

sg a

fT
s

w
q

= -
+

  (8.59) 

Zatem zwi� zki konstytutywne dla o� rodka z
o� onego ze spr�� ystego szkieletu i gazu mo� na zapisa�  w 
postaci: 

 

( ) ( )
 

 

   2 3

3
1 1

,

.

s s g
ij ij ij

s s ga a
a

Q
N A Q K

T

Q Q
f fT

s e e q a J J d

s s
s s e q a J J

q q

� �= + + - -� �
� �

- = + - - -
+ +

 (8.60) 

8.2.2. Równania przewodnictwa cieplnego 

Zmiany wynikaj� ce z nieliniowego zachowania gazu maj�  wp
yw równie�  na posta�  równa�  
przewodzenia ciep
a. W przypadku o� rodka traktowanego jako jednofazowy, dla którego równanie 
przewodnictwa cieplnego ma posta�  (8.9): 

 2  ,T T T Tl he wq xJÑ = - - -� ��  (8.61) 

W równaniu tym nale� y dokona�  zmiany wspó
czynników  h i w  na funkcje dylatacji p
ynu i 

temperatury: 

 

( )

 

 

3 ,
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1

sg s

sg s a

Q
K

T

Q
fT

h a

s
w a

q

� �= - +� �
� �

� �
= - +� �� �+� �

 (8.62) 

St� d ostatecznie równanie przewodzenia ciep
a ma posta� : 

 
( )

2
  

0

3  3 .
1

s s a vQ c
T K T Q T T

T fT T
s r

l a e a q J
q

� �� �Ñ = - + - + -� �� � � �+� � � �
� ��  (8.63) 

W miejsce powy� szego równie�  mo� na wprowadzi�  model przep
ywu ciep
a przez ka� d�  z faz o� rodka. 
Model taki sprowadza si�  do zapisu przep
ywu  ciep
a dwoma równaniami przewodnictwa cieplnego w 
miejsce równania (8.63): 
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  (8.64) 

gdzie sl  jest wspó
czynnikiem przewodnictwa ciep
a przez szkielet o� rodka dwufazowego, natomiast 
gl  jest wspó
czynnikiem przewodnictwa cieplnego gazu. Podobnie, jak w przypadku o� rodka 

wype
nionego wod� , zak
adaj� c jednakow�  temperatur�  obu faz, po zsumowaniu obu równa�  (8.64) 
otrzyma�  mo� na form�  odpowiadaj� c�  równaniu (8.63). 

8.2.3. Uk
ad równa�  termoporospr�� ysto� ci o� rodków porowatych zbudowanych 
ze spr�� ystego szkieletu i gazu 

W modelu termokonsolidacji o� rodka wype
nionego gazem, podobnie jak w przypadku o� rodka 
wype
nionego ciecz� , wyst� puj�  23 niewiadome dla przypadku osobnych oblicze�  przewodzenia ciep
a 
w szkielecie i p
ynie: 

�  3 sk
adowe przemieszczenia iu , 

�  3 sk
adowe pr� dko� ci filtracji iv , 

�  6 sk
adowych tensora odkszta
cenia ije , 

�  6 sk
adowych tensora napr�� enia ijs , 

�  napr�� enie porowe s , 
�  odkszta
cenie obj� to� ciowe szkieletu e , 

�  odkszta
cenie obj� to� ciowe p
ynu q , 
�  temperatura p
ynu (dla przypadku za
o� enia równoleg
ego przewodzenia ciep
a), 
�  temperatura szkieletu (dla przypadku za
o� enia równoleg
ego przewodzenia ciep
a), 

Uk
ad równa�  proponowanego prze mnie modelu termo-konsolidacji o� rodka dwufazowego sk
ada si�  
z 23 równa�  w tym: 

�  zwi� zki geometryczne (6 zwi� zków dla odkszta
ce�  postaciowych i obj� to� ciowych oraz 
dylatacja) (4.67): 
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�  zwi� zki fizyczne (6 zwi� zków dla szkieletu i jeden dla p
ynu) (8.60): 
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�  równa�  równowagi wewn� trznej dla przypadku quasi-statycznego (3 równania): 

 ,( )  0,ij ij j iXs sd r+ + =    

�  1 równania ruchu (przep
ywu) cieczy: 

 ( ), iiks q e= -� �    

�  równa�  opisuj� ce pr� dko��  cieczy (3 równania): 
o równanie Darcy dla przep
ywu laminarnego: 

 , ,r
i iv kH= -    

o lub równanie Forchheimera dla przep
ywu turbulentnego: 

 , ,r
i iv K H=    

�  równania przewodzenia ciep
a (8.64) (2 równania) :  

 

( )

( ) ( )

2
1

0

�
2

 2
0

  ,

  ,
1

s
s s s s s s s s gs l

v v

g
g g gs g g ga

v v

T
T K T Q c c

T

T
Q c c

f T

l J a e a q r J r J

s
l J e q r J r J

q

Ñ = - - + +

Ñ = - - + +
+

� � ��

� � �
  (8.65) 

W przypadku modelu zak
adaj� cego, � e przep
yw ciep
a odbywa si�  przez o� rodek w stanie lokalnej 
równowagi termicznej („jednofazowy” z punktu widzenia przewodzenia ciep
a),  mamy model termo-
konsolidacji w którym zamiast uk
adu 2 równa�  (8.65) wyst� puje pojedyncze równanie (8.63): 

 
( )

2
  

0

 
1

s s a vQ c
T K T Q T T

T fT T
s r

l a e a q J
q

� �� �Ñ = - + - + -� �� � � �+� � � �
� �� .  (8.66) 

Podobnie, jak w przypadku, kiedy faz�  p
ynn�  reprezentuje ciecz, niezale� nych jest w moim modelu 
termo-konsolidacji uk
adu szkielet - gaz 6 z 23 niewiadomych. Uk
ad ten sprowadza si�  zatem do 6 

równa�  z 6 niewiadomymi: 1 2 3, , , , , s lU U U T Ts :  

�  3 równa�  równowagi, 
�  1 równania ruchu cieczy, 
�  2 równa�  przewodzenia ciep
a: (8.65)  

W modelach, w których przep
yw ciep
a odbywa si�  przez o� rodek jednofazowy niezale� nych 

jest 5 z 22 niewiadomych 1 2 3, , , , U U U Ts , sk
ada si�  on z 5 równa� : 

�  3 równa�  równowagi, 
�  1 równania ruchu cieczy, 
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�  1 równanie przewodnictwa ciep
a (8.66) 

Model taki pozwala na � ledzenie procesu przep
ywu ciep
a przez obie fazy o� rodka i analiz� , jak 
d
ugo trwa proces wyrównywania temperatur w obu fazach, poniewa�  uwzgl� dnia wymian�  ciep
a 
mi� dzy fazami. Model opisuj� cy przep
yw ciep
a przez ka� d�  z faz o� rodka mo� na analizowa�  przy 
znajomo� ci w
a� ciwo� ci ka� dej z faz oddzielnie: parametry p
ynu porowego nie nastr� czaj�  problemu, 
parametry szkieletu uzyska�  mo� na np. metodami proponowanymi przez Stefaniuka i in [2016]. W 
równaniach przewodzenia ciep
a wyst� puje dodatkowy cz
on charakteryzuj� cy sprz�� enia pola 
temperatury w fazie sta
ej z polem temperatury w p
ynie. Ten dodatkowy cz
on wyra� ony poprzez 

wspó
czynnik gs
vc  w obu równaniach przewodnictwa cieplnego jest analogiczny do sprz�� enia energii 

kinetycznej w klasycznym modelu Biota i wprowadzeniu przez niego nowej g� sto� ci 12r . Dla fazy 

gazowej modele konsolidacji nawet w przypadku procesów izotermicznych s�  nieliniowe, wiec 
wykorzystanie ich do rozwiazywania konkretnych zagadnie�  technicznych wymaga du� ej ostro� no� ci i 
uwagi, czy proces ca
kowania uk
adu równa�  jest zbie� ny.  

8.3. Model numeryczny termoporospr�� yto� ci  

Jako przyk
ad zastosowania powy� szego modelu termokonsolidacji przedstawione zostanie  
rozwi� zanie numeryczne uk
adu równa�  termokonsolidacji metod�  elementów sko� czonych dla 
walcowej próbki  podgrzewanej od do
u [Uciechowska-Grakowicz, 2018]. Do symulacji u� yto 
oprogramowania FlexPDE. Jest to program s
u�� cy do numerycznego rozwi� zywania cz� stkowych 
równa�  ró� niczkowych, umo� liwiaj � cy tworzenie jedno-, dwu- i trójwymiarowych modeli 
numerycznych. Najwi� ksz�  zalet�  programu jest mo� liwo��  zastosowania dowolnych równa�  
ró� niczkowych (nie ma równa�  wbudowanych – s�  one definiowane przez u� ytkownika), bez 
ograniczenia co do ich ilo� ci, co czyni program uniwersalnym - znajduje on zastosowanie w 
modelowaniu zjawisk z dziedziny mechaniki, chemii, przewodzenia ciep
a, elektromagnetyzmu itd. 
Program posiada interfejs tekstowy daj� cy pe
n�  kontrol�  nad modelem (model wprowadza si�  w postaci 
skryptu),  automatycznie buduje siatk�  elementów sko� czonych, która mo� e by�  automatycznie 
modyfikowana w kolejnych krokach czasowych (równie�  kontrolowanych przez program).   

Wyniki  graficzne w programie FlexPDE s�  niestety s
abej jako� ci, ponadto wsadowy system 
pracy sprawia, � e w celu uzyskania dodatkowego wykresu (np. dodatkowego przekroju) nale� y wykres 
ten zdefiniowa�  i jeszcze raz przeliczy�  model, co mo� e by�  czasoch
onne. Wyniki oblicze� , oprócz 
postaci graficznej, mog�  by�  jednak eksportowane w wielu formatach, co u
atwia postprocessing. W 
tym przypadku wyniki wyeksportowano do formatów txt oraz vtk i wygenerowano wykresy przy 
pomocy programu ParaView oraz MS Excel.   Program ParaView jest programem Open Source, 
korzystaj� cym z bibliotek VTK (Visualization Toolkit), s
u�� cym do tworzenia wizualizacji i analizy 
danych, wykorzystywanym w publikacjach naukowych z ró� nych dziedzin (mechanika, dynamika 
p
ynów, astrofizyka, nauka o klimacie itd.). 

8.3.1. Za
o� enia dotycz� ce geometrii obszaru i scenariusza zmian warunków 
brzegowych 

Do oblicze�  numerycznych przyj� to walcow�  próbk�  gruntu o wymiarach d=40 mm i H=76mm, 
obci�� on�  pocz� tkowo jedynie ci�� arem w
asnym, poddan�  dzia
aniu temperatury po czasie t=60s od 
momentu pocz� tkowego oblicze� . Próbka znajduje si�  w os
onie adiabatycznej, od do
u jest 
podgrzewana o 20°C powy� ej temperatury pocz� tkowej. Siatk�  elementów  sko� czonych oraz warunki 
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brzegowe przedstawiono na rysunku 8.1.  P
ynem porowym jest woda (w zale� no� ci od zakresu 
temperatur, wyst� puj� ca w postaci ciek
ej lub gazowej) lub powietrze. 

 

Rysunek 8.1 Wygenerowana przez program FlexPDE siatka elementów sko� czonych dla czasu 
t=0 oraz warunki brzegowe modelu 

Dla obu p
ynów porowych przyj� to dwa scenariusze podgrzewania dolnej powierzchni próbki:  

a) po 60s od momentu pocz� tkowego w
� czone zostaje � ród
o ciep
a, w którym temperatura 
wzrasta od 10°C do 30°C w ci� gu 100s 

b) po 60s od momentu pocz� tkowego w
� czone zostaje � ród
o ciep
a, w którym temperatura 
wzrasta od 100°C do 120°C w ci� gu 100s 

Przebieg temperatury w dolnej � ciance próbki  przebiega wg funkcji definiowanej w programie FlexPDE 
jako swage(t-110,0,20/tp0,10), któr�  dla pierwszego z wymienionych scenariuszy (A) przedstawiono na 
rys. 8.2. Górna powierzchnia próbki nagrzewa si�  na skutek przep
ywu ciep
a przez próbk� . 
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Rysunek 8.2 Warunek brzegowy dla temperatury w dolnej � ciance próbki dla obu scenariuszy 
podgrzewania 

Jako warunki pocz� tkowe przyj� to temperatur�  10°C dla schematu A lub 100°C dla schematu B, 

oraz napr�� enie w p
ynie odpowiadaj� ce ci� nieniu atmosferycznemu ( ),f ap fs = - pocz� tkowe 

warto� ci przemieszcze�  przyj� to jako wynikaj� ce z natychmiastowego osiadania pod wp
ywem ci�� aru 
w
asnego (rys 8.3). 
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Rysunek 8.3. Warunek pocz� tkowy dla przemieszcze�  (dla modelu zak
adaj� cego wod�  w 
porach o� rodka – schemat A) 

Wzd
u�  osi próbki wybrano 6 punktów odniesienia, w których b� dzie prowadzona obserwacja 
zmieniaj� cych si�  obliczanych przez program poszukiwanych wielko� ci w formie  wykresów (rys. 8.4): 
s�  to punkty 0,0,0 (� rodek dolnej � cianki), 0,0,19mm, 0,0,38mm (geometryczny � rodek próbki), 
0,0,57mm, 0,0,76mm (� rodek górnej � cianki). 

               

Rysunek 8.4 Po
o� enie punktów odniesienia dla których przedstawione zostan�  wykresy 

Przyj� to nast� puj� ce parametry o� rodka 
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�  Porowato�� : 0.25,f =  

�  Przyj� te parametry mechaniczne o� rodka: 

�  modu
 spr�� ysto� ci postaciowej Biota 8 2.5 10N Pa= × , �

�  modu
 spr�� ysto� ci obj� to� ciowej dla o� rodka wype
nionego p
ynem 85 10A Pa= × ,  �

�  wspó
czynnik okre� laj� cy wp
yw napr�� enia w p
ynie na zmian�  jego obj� to� ci 

71 10  R Pa= × , �

�  wspó
czynnik okre� laj� cy wp
yw napr�� enia w p
ynie na odkszta
cenia obj� to� ciowe w 

szkielecie  53 10gQ Pa= × . , 73 10wQ Pa= × �

�  W
a� ciwo� ci cieplne przedstawiono w tabeli nr 8.1.  
rozszerzalno��  

termiczna 1) 

[1/K] 

wspó
czynnik 
przewodzenia ciep
a 

[W/m/K] 

ciep
o w
a� ciwe 

[J/kg/K] 

woda �� � �� � �  0.6 4150 

para wodna � 	 
  �� �� � �� �   2) 1970 

powietrze � 	 
  �� �� � �� �   2) 1005 

szkielet � � �� � �  3 700 

o� rodek - (1 ) s ff fl l l= - +  1 2( ) /v vs vfc c cr r r= +  

1) Dla p
ynów podano rozszerzalno��  obj� to� ciow� , dla szkieletu liniow�  
2) Warto��  zale� na od temperatury, podano warto��  pocz� tkow�  (dla 0°C) 

�  Wspó
czynnik filtracji  

Wspó
czynnik filtracji zale� ny jest od lepko� ci: ( / )k K m= , która zmienia si�  wraz z 

temperatur� . Zale� no��  lepko� ci wody od temperatury opisuje wzór Thorpe-Rodgera: 

 
( ) ( )

3

22 4

1.79 10

1 3.37 10 273 2.2 10 273
w

T T
m

-

- -

×
=

+ × - + × -
 (8.67) 

W przypadku gazów lepko��  opisuje wzór Sutherlanda: 

 
1.5

0

273
273

s
g

s

C T
T C

m m
+ � �= � �+ � �

   (8.68) 
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gdzie � �  to lepko��  pocz� tkowa, a Cs to sta
a Sutherlanda, dla pary wodnej 

6
0  8.53 10  Pa sm -= × × , 673sC = , dla powietrza  6

0 17.21 10 Pa s Cs 122m -= × × = . Przyj� to 

wyj� ciow�  warto��  wspó
czynnika filtracji dla wody  8
10 10  /k m s-= . 

�  Przewodnictwo cieplne gazu, podobnie jak lepko�� , opisuje wzór Sutherlanda: 

 
1.5

0

273
273

,s

s

C T
T C

l l
+ � �= � �+ � �

  (8.69) 

gdzie � �  to pocz� tkowy wspó
czynnik przewodzenia ciep
a, warto� ci dla powietrza i pary wodnej 
podane zosta
y w tabeli nr 8.1. 

�  G� sto��  

Zarówno w przypadku gazów jak i wody g� sto��  zamodelowana zosta
a jako zale� na od 
temperatury oraz ci� nienia. W przypadku wody g� sto��  opisuje wzór: 

 
( ) ( )

31000 /
,

1  1  
w w

p w

kg m

T T p
r

a b
=

� �+ - -	 

 (8.70) 

natomiast w przypadku gazów g� sto��  opisuje zale� no��  wynikaj� ca ze wzoru Clapeyrona:  

 ,g T
p

r
r =    (8.71) 

gdzie r to indywidualna sta
a gazowa dla pary wodnej r=461.5 J/kg/K, oraz dla powietrza 
r=287.05 J/kg/K. 

8.3.2. Porównanie funkcjonowania modeli matematycznych w przypadku gdy 
p
ynem porowym jest woda 

8.3.2.1. Model o� rodka dwufazowego 

Model opisuj� cy termokonsolidacj�   przy za
o� eniu przewodzenia ciep
a równolegle obu fazach 
o� rodka sk
ada si�  z 6 równa� : (8.48), (8.49), (8.51), przep
yw ciep
a w ka� dej fazie opisuje osobne 
równanie.  W przypadku cieczy jako p
ynu porowego uk
ad równa�  ma nast� puj� c�  posta� : 

, ( )  0ij ij j iXs sd r+ + =  

( ),  iiks q e= -� �  

( )2
1

0

  
s

s s s s s s ls l
v v

T
TK TQ c c

T
l J a e a q r J r JÑ = - - + +� � ��  
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( )
�

2
 2

0

  .
l

l l l l ls l l l
v v

T
TQ TR c c

T
l J a e a q r J r JÑ = - - + +� � �  

W celu obserwacji wp
ywu na proces przewodzenia ciep
a w o� rodku cz
onu okre� laj� cego termiczne 

sprz�� enie faz ls
vcr  przeprowadzono analiz�  teoretyczn�  przyjmuj� c�  skrajne za
o� enia wyj� ciowe i 

obserwacj�  wyników oblicze�  numerycznych.   

1. Za
o� enie braku sprz�� enia faz: 0ls
vcr =  

2. Za
o� enie pe
nego sprz�� enia faz, gdzie warto� ci cz
onu ls
vcr  dobrano tak, � eby przy za
o� eniu 

sta
ego odkszta
cenia wspó
czynniki dyfuzji ciep
a odpowiada
y wspó
czynnikowi dyfuzji 
ciep
a dla modelu z jednym równaniem przewodzenia ciep
a. Przy takim za
o� eniu przy sta
ym 

odkszta
ceniu temperatury obu faz s�  jednakowe s lJ J= . 

�  Zmiany termiczne 

Przebieg temperatur dla obu przypadków w geometrycznym � rodku próbki przedstawia rysunek 
nr. 8.5. W przypadku pe
nego sprz�� enia faz, temperatury s�  identyczne w obu fazach, natomiast dla 
za
o� enia braku sprz�� enia faz mo� na zauwa� y� , � e temperatura szybciej wzrasta w szkielecie, ni�  w 
p
ynie, co spowodowane jest faktem, � e woda ma ni� szy wspó
czynnik przewodzenia ciep
a oraz 
wy� sze ciep
o w
a� ciwe, ni�  szkielet, przez co ogrzewa si�  wolniej.  

   

Rysunek 8.5 Przebieg temperatur w czasie w obu fazach dla obu modeli 

Ilo��  ciep
a transportowan�  przez obie fazy przedstawia rysunek nr 8.6. W przypadku modelu bez 
sprz�� enia faz ilo��  transportowanego ciep
a jest mniejsza w pocz� tkowej fazie (ze wzgl� du na 
wolniejsze nagrzewanie si�  p
ynu), natomiast wy� sza w ko� cowej fazie ze wzgl� du na wi� ksz�  ilo��  
ciep
a przewodzonego w tym czasie przez wod� .  
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Rysunek 8.6 Przebieg w czasie gesto� ci strumienia ciep
a w obu fazach – po lewej stronie przy 
braku sprz�� enia, po prawej – przy pe
nym sprz�� eniu. 

�  Filtracja 

Ze wzgl� du ró� ne tempo wzrostu temperatury w p
ynie w obu przypadkach, w modelu bez 
sprz�� enia faz napr�� enia w p
ynie s�  nieco mniejsze, ni�  w przypadku pe
nego sprz�� enia, podobnie, 
jak zwi� zane z nimi ni� sze pr� dko� ci filtracji. Wykresy pr� dko� ci filtracji dla obu przypadków 
przedstawiono na rysunku 8.7. W celu lepszego zobrazowania ró� nic, skala barw mapy pr� dko� ci 
filtracji w obu krokach czasowych dla obu przypadków jest taka sama, natomiast skala wektorów 
dopasowana jest do ich warto� ci. 
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Rysunek 8.7 Rozk
ad pr� dko� ci filtracji [m/s] dla t=120s i t=3000s, u góry model bez 
sprz�� enia, na dole z pe
nym sprz�� eniem. 

�  Przemieszczenia 

W przypadku przemieszcze� , ich warto� ci ustalaj�  si�  szybciej w modelu bez sprz�� enia faz, 
g
ównie ze wzgl� du na szybsze ustalenie si�  temperatury szkieletu. Ostateczne warto� ci przemieszcze�  
i pr� dko� ci filtracji dla obu modeli (gdy temperatura w ca
ej próbce osi� ga warto��  30°C) s�  takie same. 
Ró� nice pojawiaj�  si�  w trakcie podgrzewania, kiedy temperatury s�  ró� ne.  

Na rys nr 8.8 przedstawiono przemieszczenia b� d� ce wynikiem wzrostu temperatury (od warto� ci 
ostatecznej odj� to przemieszczenia pocz� tkowe) dla wody w porach o� rodka. Zastosowano, podobnie 
jak w przypadku filtracji, ró� ne skale barw dla mapy oraz dla wektorów. Najwi� kszy przyrost 
przemieszcze�  obserwowany jest w pocz� tkowym czasie podgrzewania próbki, nast� pnie 
przemieszczenia ustalaj�  si� . 
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Rysunek 8.8 Przemieszczenia [m] w czasie t=130s oraz t=8000s dla wody 

Przemieszczenia s�  nieco wi� ksze w przypadku modelu bez sprz�� enia faz z powodu szybszego 
ogrzewania si�  szkieletu. Ró� nice mi� dzy modelami z czasem zmniejszaj�  si�  wraz ze wzrostem 
temperatury w modelu z pe
nym sprz�� eniem faz. 
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8.3.2.2. Model o� rodka w lokalnej równowadze termicznej 

Model numeryczny dotyczy o� rodka z
o� onego z porowatego szkieletu oraz wody wype
niaj� cej 
jego pory. Przyj� to za
o� enie, � e przewodzenie ciep
a odbywa si�  w obu fazach jednocze�nie, zatem 
uk
ad równa�  ró� niczkowych sk
ada si�  z równa�  (8.48), (8.49) i (8.40): 

, ( )  0,ij ij j iXs sd r+ + =  

( ),  ,iiks q e= -� �  

( ) ( )2

0

3  3 .s l s l v
t T T T

c
T K Q T Q R T T

T
r

l a a e a a q JÑ = - + - + -� ��  

Wyniki modelowania zachowania próbki przy u� yciu powy� szego uk
adu równa�  pokrywaj�  si�  
z wynikami uzyskanymi przy u� yciu modelu z dwoma równaniami przewodzenia ciep
a, skupiono si�  
zatem na analizach, nie uj� tych w poprzednim podrozdziale, lecz interesuj� cych z punktu widzenia 
rozpatrywanych zjawisk. 

Skutkiem zmiany temperatury jest zmiana obj� to� ci p
ynu i wzrost ci� nienia. Rozk
ad dylatacji 
wody  i jej pr� dko� ci w p
ynie po czasie t=120s (60s od pocz� tku podgrzewania) przedstawia rysunek 
nr 8.9. 

 

Rysunek 8.9 Rozk
ad dylatacji oraz pr� dko� ci dylatacji oraz napr�� enia w p
ynie w czasie 
t=120s (schemat A) 

Najwi� ksze warto� ci dylatacji p
ynu w tym kroku czasowym zaobserwowa�  mo� na w obszarze 
o najwy� szej temperaturze. Powy� ej tego obszaru warto� ci dylatacji (i jej pr� dko� ci) s�  najni� sze. 
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W kolejnych krokach czasowych, w miar�  podnoszenia si�  temperatury w kolejnych fragmentach 
próbki, wzrasta w nich równie�  dylatacja. 

Rozk
ad temperatury w czasie t=120s oraz przebieg jej zmian  w czasie przedstawia rys nr 8.10. 

         

Rysunek 8.10 Rozk
ad temperatury przy t=3000s oraz przebieg temperatury w czasie 
w wybranych punktach próbki. 

Szybki wzrost obj� to� ci p
ynu w podgrzewanej cz�� ci próbki razem z podwy� szonym ci� nieniem 
poskutkowa
 we wszystkich przypadkach na pocz� tku podgrzewania zmian�  kierunku  przep
ywu. Na 
wykresie pr� dko� ci filtracji w czasie (rys 8.11) widoczny jest gwa
towny wzrost pr� dko� ci przep
ywu 
wywo
any wzrostem ci� nienia w dolnej cz�� ci próbki. W miar�  spadku ci� nienia i ustalania si�  
warunków przep
ywu ciep
a pr� dko��  stopniowo maleje, nast� pnie zmienia zwrot na zgodny 
z kierunkiem si
y grawitacji – zjawisko to przedstawiono równie�  wcze� niej, przy omawianiu modeli 
z dwoma równaniami przewodzenia  ciep
a (rys 8.7).  
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Rysunek 8.11 Przebieg w czasie pionowej sk
adowej pr� dko� ci filtracji w wybranych punktach 
próbki w przypadku wody. 

W przypadku cieczy, wraz ze wzrostem temperatury lepko��  maleje, przez co wspó
czynnik filtracji 
ro� nie. Przebieg w czasie wspó
czynnika filtracji przedstawia rys. nr. 5.12. 

   

Rysunek 8.12 Przebieg w czasie wspó
czynnika filtracji w wybranych punktach dla wody 

W celach porównawczych wykonany zosta
 model dla parametrów tego samego gazu (powietrza) 
w dwóch zakresach temperatur w celu porównania wyników z wynikami dla wody i dla pary wodnej. 
Ró� nice mi� dzy modelami przejawiaj�  si�  g
ównie w ró� nicach w warto� ci dylatacji p
ynu oraz 
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pr� dko� ci filtracji. W zakresie temperatur odpowiadaj� cym modelom dla wody w porach o� rodka, 
pr� dko� ci filtracji s�  wi� ksze ze wzgl� du na mniejsz�  lepko��  gazu. Dla obu zakresów temperatur 
przebieg pr� dko� ci filtracji  przedstawiony zosta
 na rys nr 8.13. 

  

Rysunek 8.13 Przebieg w czasie pr� dko� ci filtracji powietrza w wybranych punktach, zakres 
temperatur 10÷30°C. 

Przemieszczenia w modelu z jednym równaniem przewodzenia ciep
a pokrywaj�  si�  z wynikami 
modelu o dwóch równaniach z pe
nym sprz�� eniem faz. Rys 8.14 przedstawia wykres przemieszcze�  
w czasie. 
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Rysunek 8.14 Przebieg przemieszcze�  pionowych w czasie w wybranych punktach próbki dla 

wody jako p
ynu porowego 

8.3.3. Porównanie modeli termokonsolidacji dla gazu 

8.3.3.1. Wyniki dla modelu dwufazowego 

Podobnie, jak w przypadku modelu dla o� rodka wype
nionego wod� , model termokonsolidacji 
o� rodka wype
nionego gazem sk
ada si�  z 6 równa�  z 6 niewiadomymi, ró� ne s�  jednak równania 
konstytutywne dla p
ynu (8.60), równania przewodzenia ciep
a maj�  posta�  (8.64): 
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Podobnie jak poprzednio, zak
ada si�  dwa skrajne przypadki: braku sprz�� enia faz, oraz 
ca
kowitego sprz�� enia, co odpowiada modelowi z jednym równaniem przewodzenia ciep
a.  

Para wodna ma du� o mniejsze ciep
o w
a� ciwe oraz wspó
czynnik przewodzenia ciep
a, ni�  woda, 
w zwi� zku z czym szybko si�  nagrzewa, jednak przewodzi niewielk�  ilo��  ciep
a i ma niewielki wp
yw 
na temperatur�  o� rodka. Jest to widoczne na wykresie przebiegu temperatur w modelach sprz�� onym 
i niesprz�� onym (rys nr. 8.15): w przypadku modelu bez sprz�� enia faz temperatura w p
ynie ro�nie 
szybko. W przypadku sprz�� enia faz temperatury s�  zbli� one (ró� nice wynikaj�  ze zmian obj� to� ci pary 
wodnej). Ró� nica mi� dzy oboma modelami dotyczy  gazu, który oddaje ciep
o do szkieletu, jednak ze 
wzgl� du na niskie ciep
o w
a� ciwe, fakt ten praktycznie nie ma wp
ywu na przebieg temperatury 
w szkielecie, który pokrywa si�  z przebiegiem temperatury o� rodka traktowanego jako jednorodny. 
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Rysunek 8.15 Przebieg temperatur w obu fazach 

W przypadku pary wodnej, du� a rozszerzalno��  cieplna oraz znacznie mniejsza lepko��  
powoduj� , � e pr� dko� ci filtracji s�  znacznie wi� ksze, ni�  w przypadku wody. Poni� ej przedstawiono 
pole przep
ywu filtracyjnego w czasie t=120s i 8000s dla pary wodnej (rys 8.16).  
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Rysunek 8.16 Rozk
ad pr� dko� ci filtracji dla t=120s i t =8000s – brak sprz�� enia faz na górze 
i pe
ne sprz�� enie faz na dole 

Ró� nice w pr� dko� ci filtracji na wykresie dla t=3000 dla wody i t=10000 dla pary wodnej wynikaj�  
z ró� nej lepko� ci i g� sto� ci p
ynu regionach o ró� nej temperaturze.  

Warto� ci przemieszcze�  s�  w przypadku zakresu temperatur 100÷120°C nieco wi� ksze, ni�  
w przypadku zakresu temperatur 10÷30°C, ponadto proces ustala si�  szybciej. Pole przemieszcze�  po 
czasie 130s i 8000s  przedstawia rys nr 8.17.    
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Rysunek 8.17 Przemieszczenia w czasie t=130s oraz t=8000s dla pary wodnej w porach 
o� rodka. 

Ró� nice mi� dzy oboma modelami nie s�  tak widoczne, jak w przypadku filtracji cieczy, gdy�  ró� nica 
mi� dzy temperaturami szkieletu w obu modelach s�  niewielkie. 

8.3.3.2. Wyniki dla modelu „jednofazowego” 

W przypadku wyst� powania w porach gruntu gazu, zastosowanie maj�  zwi� zki konstytutywne 
(8.57). Uk
ad równa�  ró� niczkowych opisuj� cy stan przemieszczenia, pole filtracji oraz temperatury 
sk
ada si� , podobnie jak w poprzednim przypadku z 5 równa� : 3 równa�  równowagi (8.48), równania 
przep
ywu filtracyjnego (8.49), oraz równania przewodzenia ciep
a (8.63): 
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Podobnie, jak w przypadku cieczy, wyniki tego modelu pokrywaj�  si�  z wynikami modelu z dwoma 
równaniami przewodzenia ciep
a przy pe
nym sprz�� eniu faz, przedstawione wi� c zostan�  tylko wyniki 
nieuj� te w poprzedniej analizie.  

Ilo��  ciep
a przewodzonego przez gaz jest zaniedbywalnie ma
a w porównaniu do ilo� ci ciep
a 
przewodzonego przez szkielet. Na wykresie (rys 8.18) nie przedstawiono rozró� nienia linii dla ilo� ci 
ciep
a przewodzonego przez obie fazy, gdy�  warto� ci dla gazu s�  pomijalnie ma
e (o 3 rz� dy wielko� ci 
mniejsze od warto� ci dla szkieletu).  
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Rysunek 8.18 G� sto��  strumienia ciep
a w szkielecie o� rodka 

Porównuj� c model z powietrzem z powietrzem jako p
ynem porowym, przebieg pr� dko� ci filtracji ma 
podobny kszta
t, jak w przypadku pary wodnej, przep
yw jest jednak znacznie wolniejszy. W przypadku 
obu gazów przeciwny zwrot pr� dko� ci filtracji utrzymuje si�  znacznie d
u� ej, ni�  w przypadku wody. 

Przebieg pr� dko� ci filtracji  przedstawiony zosta
 na rys nr 8.19 i 8.20. 

  

Rysunek 8.19 Przebieg w czasie pionowej sk
adowej pr� dko� ci filtracji powietrza w wybranych 
punktach, zakres temperatur100÷120°C. 
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Rysunek 8.20 Przebieg w czasie pionowej sk
adowej pr� dko� ci filtracji w wybranych punktach 
próbki w przypadku pary wodnej 

W przypadku gazów, odwrotnie ni�  w cieczach, wraz ze wzrostem temperatury lepko��  ro� nie, przez co 
wspó
czynnik filtracji maleje. Przebieg w czasie wspó
czynnika filtracji przedstawia rys. nr. 8.21. 

   

Rysunek 8.21 Przebieg w czasie wspó
czynnika filtracji w wybranych punktach dla pary wodnej 

Przebieg w czasie przemieszcze�  (rys 8.22) ma nieco inny kszta
t, ni�  w przypadku wody, jako p
ynu 
porowego – w pocz� tkowym etapie rosn�  one szybciej. 
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Rysunek 8.22 Przebieg przemieszcze�  pionowych w czasie w wybranych punktach próbki dla 
pary wodnej jako p
ynu porowego 

W przypadku zastosowania powietrza jako p
ynu porowego w obu zakresach temperatur, 
przemieszczenia s�  w porównaniu z wod�  nieco wi� ksze w przedziale temperatur 10÷30°C (o 0.12·10-

6), oraz nieco ni� sze od wody w przedziale temperatur 100÷120°C (o 0.13·10-6). 

Przemieszczenia i pr� dko�ci filtracji w przypadku modelu z pe
nym sprz�� eniem faz odpowiadaj�  
modelowi jednorodnego o� rodka, w przypadku braku sprz�� enia faz ze wzgl� du na szybsze ogrzewanie 
si�  gazu pr� dko��  filtracji oraz dylatacja p
ynu wzrastaj�  szybciej. 

W przypadku gazu w porach o� rodka temperatura szkieletu jest zbli� ona we wszystkich modelach, i to 
w
a� nie szkielet odpowiedzialny jest za przewodzenie ciep
a. Fakt odbierania ciep
a od gazu nie ma 
wp
ywu na temperatur�  szkieletu ze wzgl� du na jego du� e ciep
o w
a� ciwe i g� sto��  (w porównaniu do 
gazu). St� d przemieszczenia w rozpatrywanych przypadkach ró� ni�  si�  jedynie nieznacznie. Ró� nice 
miedzy modelami wyst� puj�  natomiast w przypadku filtracji ze wzgl� du na ró� nice temperatur p
ynu 
mi� dzy modelami. Gaz przep
ywa przez o� rodek znacznie szybciej, ni�  ciecz. Przemieszczenia próbki 
s�  nieco wi� ksze, ni�  w przypadku wody, ich pr� dko��  jest te�  wi� ksza. 

8.3.4. Podsumowanie modeli numerycznych termokonsolidacji próbki 

Analizuj� c przedstawione modele numeryczne mo� na zaobserwowa�  podstawowe ró� nice 
w przewodzeniu ciep
a, filtracji oraz przemieszczeniach mi� dzy modelami z pe
nym sprz�� eniem faz 
i bez sprz�� enia. W modelach tych ostateczne warto� ci pr� dko� ci filtracji oraz przemieszcze�  s�  takie 
same (po wyrównaniu si�  temperatur), zasadnicze ró� nice dotycz�  etapu kiedy temperatury obu faz s�  
ró� ne.  

�  W przypadku wody jako p
ynu porowego szkielet ogrzewa si�  szybciej, ni�  woda, w przypadku 
równania z pe
nym sprz�� eniem faz cz���  ciep
a oddaje on wodzie, przez co jego temperatura 
wzrasta wolniej, natomiast szybciej wzrasta temperatura wody.  

�  W przypadku pary wodnej jako p
ynu porowego szybciej ogrzewa si�  para wodna, która 
nast� pnie przekazuje cz���  ciep
a szkieletowi – w przeciwie� stwie do modelu dla wody jako 
p
ynu porowego, tutaj fakt wymiany ciep
a mi� dzy fazami nie ma du� ego wp
ywu na 
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temperatur�  szkieletu – ilo��  ciep
a transportowanego przez gaz jest na tyle ma
a, � e fakt jego 
przekazania nie ma znacz� cego wp
ywu na temperatur�  szkieletu.  

Mo� na stwierdzi� , � e model z jednym równaniem przewodzenia ciep
a jest pewnym uproszeniem 
modelu z dwoma równaniami ciep
a. Model ten mo� na uzna�  za wystarczaj� cy, gdy sprz�� enie faz jest 
bliskie pe
nego.  

Obliczenia wykonano przy u� yciu zasobów udost� pnionych przez Wroc
awskie Centrum 
Sieciowo-Superkomputerowe (http://wcss.pl), grant obliczeniowy Nr 427.   
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