7. TEORIA POROSPREZYSTOSCI

Anna Uciechowska-Grakowicz

Osrodek gruntowy tworzg szkielet, bedacy faza statg oraz ptyn w jego porach. W przypadku
przytozenia obciazenia, poczatkowo przenoszone ono jest przez ptyn, nastgpnie, wraz z jego odptywem,
stopniowo osrodek taki odksztatca si¢ a obcigzenie przejmuje szkielet. Zjawisko takie nosi nazwg
konsolidacji. Dyskusja nad teoretycznym opisem zagadnienia o$rodka porowatego wypetnionego
ptynem rozpoczgta zostata przez Fillungera [1915] stwierdzeniem, ze hydrostatyczne ci$nienie ptynu
nie ma wptywu na wytrzymato$c¢ o$rodka. Fillungerowi [1936)] zawdzigczamy réwniez uzycie w teorii
konsolidacji czastkowych naprezen w szkielecie i ptynie. Obecnie w mechanice gruntéw funkcjonuja
dwie teorie konsolidacji: teoria Terzaghiego, w zarysie przedstawiona w 1923r, oraz tréjwymiarowa
teoria porosprezystosci Biota, przedstawiona w 1935r. Teorie te rozwijane sa niezaleznie, szerszy zakres
zastosowan ma teoria Biota, przy czym w mechanice gruntéw czg¢$ciej uzywana jest teoria Terzaghiego
ze wzgledu na prostote obliczen oraz tatwos§¢ wyznaczenia statych materialowych.

7.1. Klasyczna teoria konsolidacji Terzaghiego

7.1.1. Podstawowe zalozenia teorii konsolidacji Terzaghiego

Wedlug zatozen teorii Terzaghiego szkielet osrodka gruntowego oraz plyn sa niedcisliwe.
Przemieszczenia spowodowane sa jedynie odplywem wody z gruntu, czyli zmiang objetos$ci przestrzeni
porowej; osiadanie gruntu jest zatem funkcja porowato$ci. Przemieszczenia maja kierunek pionowy,
przy czym mozliwy jest odptyw wody w kierunku poziomym.

W modelu tym catkowite naprezenie przenoszone przez osrodek wynosi:

o=0'tu, (7.1)

gdzie O' to naprezenie efektywne w szkielecie odniesione do przekroju osrodka, odpowiadajgce za
odksztalcenia, u to ci$nienie porowe (przy czym, odmiennie, niz w teorii spr¢zystosci, naprezenie
sciskajace oraz ci$nienie maja tutaj ten sam znak). Po przylozeniu obcigzenia, w chwili ¢ =0 cale
naprezenie A0 przenoszone jest przez ptyn: A0 =Au, natomiast po zakonczeniu procesu
konsolidacji obciazenie przenoszone jest przez szkielet Ao =A0'. Napr¢zenie A0 w ciagu tego
procesu jest state, wigc:
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Skoro osiadanie wynika wylacznie ze zmiany zawartosci wody w porach osrodka, a obie fazy sa
niescisliwe, jest ono funkcja porowatosci n . Zalezno$¢ miedzy porowatoscig a predkoscig filtracji w
modelu hydrodynamicznym przeptywu (jego zatozenie nieSci§liwosci obu faz odpowiadaja zatozeniu
Terzaghiego) opisuje dla przypadku jednowymiarowego nast¢pujgce réwnanie cigglosci plynu
[Terzaghi i in, 1996]:

V. dedydz = -2 (ndvdvdz) (7.3)
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Dla opisu zmian porowatosci wygodnie jest stosowa¢ wskaznik porowatosci (3.10):
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za pomocg ktérego mozna w nastepujacy sposéb okresli¢ udziaty frakcyjne poszczegdlnych faz:

Q Zawarto$¢ szkieletu:

1
—=1-n (7.5)
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O Zawarto$¢ ptynu:
< = (7.6)
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Korzystajac z definicji (7.6) oraz réwnania Darcy’ego: v = —kl , gdzie k to wspétczynnik filtracji, a
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I to spadek hydrauliczny, I = ~ o , réwnanie ciagtosci (7.3) zapisa¢ mozna w postaci:
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Zakladajac, ze zmiany wspdlczynnika porowatosci sg niewielkie, mozna przyjac, ze zawartos¢ szkieletu

w elemencie dxdydz jest stata, zatem zwigzek lokalny mozna zapisa¢ w postaci:
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Wykorzystujac definicje wspotczynnika $Scisliwosci objgtosciowej (3.23):
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Gdzie a to wspotczynnik Scisliwoscei, a = F , oraz zalezno$¢ (7.2), mozna napisac
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Gdzie ¢, to wspoélczynnik konsolidacji,
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O Oprécz zatozenia niescisliwosci obu faz oraz matych odksztatcen, w teorii konsolidacji
Terazaghiego maja zastosowanie nast¢pujace zatozenia [Terzaghi i in., 1996]:

O Wspdlczynnik filtracji pozostaje staty podczas procesu konsolidacji
O Relacja migdzy wspdiczynnikiem porowatos$ci i naprezeniem efektywnym jest liniowa, co
oznacza, ze wsp6lczynniki SciSliwosci a i m, sa stale w czasie procesu konsolidacji

O Zwiazek miedzy wspélczynnikiem porowatosci i naprezeniem efektywnym jest niezalezny od
czasu

7.1.2. Réwnanie ruchu ptynu

Réwnania ruchu dla teorii konsolidacji Terzaghiego dla obu faz przedstawit Gersewanow [1937],
skorzystamy tutaj z nieco zmodyfikowanej formy podanej przez Pigtkowskiego [1957]. Korzystajac ze
wskaznika porowato$ci, poczatkowa objeto§¢ wody i szkieletu w sze$cianie elementarnym o bokach
dx,dy,dz mozna zapisa¢ w postaci

V' = ndxdydz = . dxdydz
1+e
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V* = (1 —n)dxdyd; = ——dxdydz .
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Przez dolng powierzchni¢ szescianu wptywa woda o wydatku na jednostke powierzchni V= vizn ,
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natomiast przez gérng $cianke wyptywa na jednostke powierzchni V! +aldz. Wyptywajaca woda,
Z

zgodnie z zalozeniem niescisliwosci obu faz, zostaje zastepowana przez poruszajacy si¢ w kierunku
przeciwnym szkielet:

v+t =0, (7.11)

Gdzie to v’ predkos¢é odpowiadajaca ilosci szkieletu, ktora zostala wtloczona do elementarnego

szescianu V' =, (1 —n). w czasie dt ubytek wody z elementarnego szescianu wyniesie:

l I
Kvl + %ldzj dxdy - vldxdy}dt = %ldxdydzdt, (7.12)
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Objetos¢ wody natomiast bedzie wynosic¢

t
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Przyrost objetosci
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A % dxdydz + %— dxdydzdt. (7.14)
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Wskaznik porowatosci w czasie df zmieni si¢ o Edt , zgodnie z (7.13) i (7.14):
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e+ Lyg=lre (7.15)
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Po odrzuceniu matej wyzszego rzgdu dr*, otrzymuje si¢ rownanie:

de _ 0V
— 1+e (7.16)
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Ktére, przy zatozeniu, ze w przyblizeniu 1+e, =1+ A (A=e+ap, traktowana jest jako stata, ze
wzgledu na niewielka wartos¢ cztonu ap w stosunku do A) mozna zapisa¢ réwniez w postaci, gdzie

ruch wody powigzany jest za wzrostem napre¢zen efektywnych [Pigtkowski 1957]:
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7.1.3. Rownanie ruchu szKieletu

Podczas jednoczesnego przemieszczania si¢ wody ku goérze i szkieletu w dét, na szescian
elementarny dziataja nastgpujace sity [Pigtkowski 1957]:

O sita cigzkos$ci szkieletu na jednostke objetosci pomniejszona o sile wyporu:

(v _yw)i, (7.18)

gdzie )’ to cigzar whasciwy szkieletu a )" to cigzar whasciwy wody.
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0 Sita bezwladnosci
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(7.20)

Pamigtajac, ze rzeczywista predkos¢ przesuwania si¢ szkieletu gruntowego bez uwzglednienia przekroju
poréw wynosi:

v =—y* (7.21)

Pochodna po czasie predkosci rozumianej jako wydatek na jednostke powierzchni wyniesie:

dv,, (1 v (7.22)
dt I-n) dt

Uwzgledniajac réwnanie (7.22) w (7.20):

v’ v’
P’ (1—n)dxdydz ( )L = r dxdydz @ (7.23)
l-n)dt g dt
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Przyréwnujac (7.18), (7.19) 1 (7.20) do (7.23), z uwzglednieniem (7.11) i po zastgpieniu E przez E
, dla bardzo matych predkosci filtracji otrzymuje si¢ rownanie:
Y- ' w l l
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Przez powierzchni¢ sze$cianu elementarnego przesacza si¢ do géry woda z predkoscia filtracji v,

jednoczesnie w d6t przemieszcza si¢ szkielet z predkoscia vfz wiloci v' ==V’ razem z wodg w ilosci

v,.n=ev'. Zatem ilo§¢ wody przemieszczajacej si¢ pod wptywem spadku hydraulicznego wynosi:

vi—ev' =/ (1+e) =kl (7.25)
Stad
1+e |
I=——v 7.26
P (7.26)

Zatem réwnanie (7.24) przybiera postac:
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Rozwiazanie réwnan ruchu (7.17) i (7.27) stanowi funkcja osiadania:
o -0
s = —ah’—o(l - em), (7.28)
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g -0
ktéra dla t = o jest réwna s, = —ah——"

1+A
Model ten, mimo, iz przestarzaly, jest do chwili obecnej szeroko wykorzystywany w mechanice
gruntéw. Jego podstawowa wada jest fakt, ze opisuje jedynie jednowymiarowa konsolidacje, oraz
zaklada niesécisliwo$¢ obu faz osrodka, co jest oczywiscie nieprawda w odniesieniu do rzeczywistych
gruntéw. Ponadto model ten nie definiuje Zadnych statych materiatowych dla osrodka. Nowakowski
[2015] zwraca uwage, ze w $wietle swoich ograniczen (niescisliwy szkielet i niescisliwy, nielepki ptyn)
teoria ta nie powinna mie¢ zastosowania w mechanice gruntéw i skat. Szymanski [2007] jako pow6d
popularnosci tej teorii, pomimo rozbieznosci modelu z gruntem rzeczywistym, podaje tatwosé
wyznaczenia jej statych materiatowych.

7.2. Teoria porosprezystosci Biota-Darcy’ego

7.2.1. Zarys teorii porosprezystosci

Bardziej ogdlng, tr6jwymiarowg teori¢ konsolidacji, obecnie znang jako teoria porosprezystosci
przedstawit w 1935r Biot. Ma ona zastosowanie nie tylko dla gruntéw, lecz réwniez dla ogétu osrodkéw
porowatych, w tym anizotropowych, wypetnionych ptynem, jak np. niektére tkanki biologiczne. Teoria
ta nast¢pnie byta rozwijana przez Biota, Biota i Willisa i wielu innych. Nalezy wspomnie¢, Ze o ile same
rOwnania teorii nie budzg zastrzezen, tak ich wspétczynniki sg w rézny sposéb interpretowane przez
badaczy, stad w literaturze mozna spotkac rézne ich definicje, réwniez w pracach Biota [1941,1955].

Uktad réwnan zawierajacy réwnania rownowagi uwzgledniajace podane przez Biota zwiazki dla obu
faz uzupelniony réwnaniem filtracji Darcy’ego zastosowanym do opisu zmiany zawartos$ci ptynu
w osrodku (wydatku) tworza model Biota-Darcy’ego.

Podstawowe zalozenia pierwotnej teorii Biota [1941] byty nastepujace:
O Material jest izotropowy (praca Biota z 1955r przedstawia réwniez teori¢ dla o$rodkéw

anizotropowych),
O Relacje naprezenie-odksztalcenie sa liniowe i odwracalne,

O

Wystepuja mate przemieszczenia,

O plyn wypetniajacy pory osrodka jest niescisliwy (w kolejnych pracach Biot zakladat juz, ze
ptyn jest lepki i $cisliwy),

O plyn porowy moze zawierac babelki gazu,

O plyn przepltywa przez pory osrodka zgodnie z prawem Darcy’ego.



Biot potraktowat szkielet jako o$rodek sprezysty, w ktérym relacje napr¢zenie-odksztatcenie opisaé
mozna za pomocg prawa Hooke’a, oraz zalozyl, ze na odksztalcenie szkieletu ma wpltyw réwniez
naprezenie w plynie. Odksztatcenie osrodka opisat rownaniem:

gy _
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gdzie &; to odksztatcenie osrodka, O to tensor naprezen w szkielecie, G to modut Kirchoffa, V to

wsp6tczynnik Poissona, E to modut Younga, O to naprezenie w ptynie 0 = —pf , gdzie p to ci$nienie
w plynie (znak minus wynika z konwencji znakowania w teorii sprezystosci — naprezenia $ciskajace
majg znak ujemny) a f to porowato$¢ powierzchniowa (mozna przyjaé, ze jest on réwna porowatosci
objetosciowej), natomiast H jest miarg $ci§liwosci gruntu pod wplywem zmiany ci$nienia ptynu.
Wykorzystywane przez ten model napr¢zenia w ptynie i w szkielecie, odniesione sa do powierzchni
osrodka. Okreslane sg one jako napre¢zenia ,,rozmyte” lub ,,czastkowe”.

W modelach opartych na klasycznym modelu Biota, wystepuja 2 réwnania konstytutywne. Biot
postugiwat si¢ stosunkowo tatwa do pomierzenia w trakcie procesu konsolidacji zmiang zawartosci
ptynu w porach osrodka, ktéra opisal rtéwnaniem (Biot, 1941):

g O
=Ly 7.30
¢ AR (7.30)

Gdzie { to zmiana zawarto$ci ptynu w porach o$rodka, a R okre$la zmiane zawartosci ptynu wskutek

zmiany ci$nienia.

Dla odksztatcen objetosciowych, przy uzyciu naprezenia Sredniego O, = 0, / 3 zwiazki konstytutywne

wg Biota przyjmuja postaé:

(7.31)

gdzie K to modut sprezystosci objetosciowej szkieletu.

W 19551 Biot przedefiniowat swoja teorie, oraz zaadaptowat jg dla osrodkéw anizotropowych. Zmienita
si¢ rowniez definicja podanych przez niego statych materiatowych, skad w wielu pracach dotyczacych
porosprezysto$ci mozna spotkaé rézne ich definicje. Definicje wszystkich statych z réznych etapéw
pracy Biota i zalezno$ci migdzy nimi zebrali i opisali Detournay i Cheng [1993].

Dla szkieletu izotropowego, zwiazki opisujace zalezno$¢ naprezenia od odksztalcenia, zapisane za
pomoca oznaczen przyjetych przez Biota [1955] majg postac:
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(7.32)

Gdzie A i N to wspétczynniki dla oérodka porowatego, odpowiadajgce stalym Lamégo A i i dla

osrodka sprezystego, Q to wspdtczynnik okreslajacy ilos¢ ptynu, ktéra moze by¢ wttoczona do ciata
L . 11 «a : . L
bez zmiany jego objetosci, a = E - E Wygodna dla obliczen forma réwnan, ktérej uzywaja m.in.

Derski [1982] i Strzelecki i in. [2008], jest posta¢ uzyskana przez eliminacj¢ z pierwszego z rownan
(7.32) zmiany objetosci pltynu za pomoca drugiego z réwnan (7.32):

(7.33)
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gdzie M, —A—E.

Zmiana zawarto$ci ptynu w porach wynika, oprécz jego Scisliwosci, ze zmiany objetosci poréw, czyli
wydatku. Predkos¢ wyptywu opisuje réwnanie Darcy’ego:

v=—kgrad(— WJ +ZJ, (7.34)
V' f

0

gdzie v to predkos¢ filtracji, v=v_f . Jesli o=-pf, iv, :9, to przy zatozeniu statego

wspoélczynnika filtracji i porowatosci, zgodnie z drugim z réwnan (7.32) mozna napisaé [Verruijt,
2015]:

’ .S
7 o=ag¢——0. (7.35)
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7.2.2. Naprezenia efektywne w teorii konsolidacji Biota

W celu uproszczenia zapisu imozliwosci poréwnania teorii konsolidacji Biota z teorig
Terzaghiego, pierwsze z réwnan (7.31) mozna napisa¢ w postaci

Ke=0, +ao, (7.36)

gdzie @ =K/ H, to wspétczynnik naprezen efektywnych Biota. W pracy [1957] Biot i Willis
przedstawili nastgpujaca definicj¢ wspotczynnika o :

(7.37)



Gdzie Jto $cisliwos¢ w tescie z odplywem, natomiast K to $cisliwo$¢ w tescie bez odptywu,

K“ to modut sprezystosci objetosciowej osrodka dwufazowego z odptywem, natomiast K* to modut
sprezystosci objetosciowej szkieletu. Nur i Byerlee [1971] zaproponowali dla tak okreslonego
wspoélczynnika Biota uogélniong posta¢ réwnania (7.1) w postaci:

g,=0,-apo, (7.38)
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gdzie Ul] to napre¢zenie efektywne w rozumieniu teorii porosprezystosci, a p to ci$nienie porowe. Dla
naprezenia izotropowego 0 =0 —a'p. Gdy wspétczynnik @ =1 (szkielet niescisliwy), zagadnienie

sprowadza si¢ do modelu Terzaghiego, natomiast gdy @ =0 (K“ = K*) rozwigzanie sprowadza si¢c do

rozwigzania dla osrodka sprgzystego bez poréw. W litearaturze mozna spotka¢ takze inne definicje
K’ ,
wspotczynnika naprgzen efektywnych Biota: a =n ]Biot 1955], a =1 _F(l —n) [Lade i De Boer

1997, Suklje 1969].
Jesli analogicznie postgpi si¢ z drugim z réwnan (7.31) i wprowadzi B = R/ H , mozna otrzymac:

RZ:U+%$, (7.39)

Gdzie B to parametr Skemptona, B =Ap /A0 [Skempton 1954] — w przypadku teorii Terzaghiego,

gdzie pomijana jest $ci§liwo$¢ ptynu i szkieletu, B =1. Stad w literaturze czasem spotykana jest
nastepujaca posta¢ rownan konstytutywnych [Detournay, Cheng 1993]:

szi(amﬂm),
- g g
{= K(O'm +Bj.

Uktad réwnan (7.40) mozna zapisa¢ tez przy uzyciu modutu Biota M . Jest on odwrotnoscia

(7.40)

wspoélczynnika pojemnosci S, definiowanego, jako zmiana objetosci ptynu w wyniku zmiany ci$nienia
porowego przy statym odksztatceniu objeto$§ciowym i w stalej temperaturze, za Verruijtem [2015]:

1 03 n  a-n
—=85=—] =—+ (7.41)
M, op . K K
Réwnania konstytutywne maja wtedy postac:
o, =aMy{ - K¢,
(7.42)

o=aM,e-M/.



7.2.3. Alternatywne podejscia do teorii porosprezystosci

Przedstawione powyzej rownania stanowia klasyczny model Biota-Darcy’ego. Nieco inny od
przedstawionego powyzej opis, przedstawit Coussy [2007,2010]. Zamiast zmiany zawartosci ptynu,
uzywa on w zwigzkach konstytutywnych zmiany porowatosci. Dodatkowo, wyr6znit on porowato$¢
w opisie Lagrange’a (oznaczona tu jako f ) i Eulera (oznaczana jako n ). Wedlug tego opisu, jesli

objeto$¢ dQ) zmienia sie¢ w miare deformacji, to w danej chwili pory zajmujg objeto$¢ ndCQ) natomiast
w odniesieniu do stanu poczatkowego mozna ja przedstawic jako fL2,.Zmiang porowatosci w procesie
odksztalcenia oznaczy¢ mozna wtedy jako @ = f — f,. Odksztalcenie o$rodka definiowane jest

W postaci:

e=(1-f,)e +¢, (7.43)

gdzie £ to odksztalcenie objetosciowe osrodka a & to odksztalcenie objgtosciowe szkieletu.
w przypadku os$rodka, w ktérym szkielet jest stabo §cisliwy i mozna zatozy¢ jego nieodksztatcalnosc,
& = @ . Mozna wtedy napisaé, ze €& = (e - eo) / (1 + eo) , gdzie e to wskaznik porowatos$ci. Naprezenie

przenoszone przez osrodek jest sumg naprezen czastkowych. Bilans energii swobodnej w os$rodku
Coussy przedstawia wyrazeniem:

o,d€; —¢dp —dn =0, (7.44)

gdzie ] to funkcja stanu uzyskana w wyniku transformacji Legendre’a, /7 = X — p@, §; tonaprezenia

Scinajgce, €; to odksztalcenie postaciowe a @ to zmiana porowato$ci wg opisu Lagrange’a (jest tu ona
parametrem stanu). Wg Coussy’ego powodem odksztalcenia osrodka jest, oprécz odksztatcenia
szkieletu zmiana jego porowatos$ci: € = (1 - fo) £ + ¢, gdzie f, toporowato$¢ poczatkowa, zatem dla
nieodksztatcalnego szkieletu odksztatcenie o$rodka wynika jedynie ze zmiany jego porowatosci: £ = @.

Réwnania stanu, od ktérych pochodza zwiazki konstytutywne majg u niego postac:

0 0
o; :_/7, @ :—_/7_ (7.45)
agij op
Dla warunkéw izotermicznych réwnania konstytutywne maja wtedy postac:
2
0, =| K-=G |&, +2G¢; —apd,,
i 3 y ) g
(7.46)

— P
=g+,
/ N



gdzie @ to wspoélczynnik Biota, N jest wspolczynnikiem okre$lajacym, jaki wptyw ma naprezenie

w plynie na zmiane objetosci poréw, N~ = (a - fo) /K.

Coussy proponuje réwniez zapis pierwszego z rGwnan w postaci:

g, = [K —%GJ £0, +2G¢, (7.47)

ij’

gdzie Ul] =0, ta pO_ij , jest naprezeniem efektywnym w ujeciu teorii Biota. Coussy [2010] zaznacza,

ze jesli szkielet jest niescisliwy, K — 0, wiecc @ — 1, N - 0, otrzymujemy wicc wspomniang
wczesniej zalezno$¢ € =¢@ a naprezenie efektywne 0',] redukuje si¢ do naprezenia efektywnego

w rozumieniu Terzaghiego.

Zmiang zawartoSci ptynu autor uzyskuje korzystajac z zalezno$ci okreslajacej mas¢ ptynu w porach

m’ =p’@¢, jej zmiana wyniesie dm, =@dp, +p.dP, zatem zmiana objetosci plynu to

dm d
d{=—2>L=¢ 4Py +d¢@, skad eliminujgc zmiang porowatosci d @ mozna uzyskac:
Py Py
dm, 1
—L =bde; +—dp. (7.48)
o, 7

Kolejna forma interpretacji réwnan, prezentuja np. Derski [1975], Strzelecki i in [2008], ktérzy zamiast
zawartoéci ptynu w porach o$rodka & postuguja sic zmiang objetoéci ptynu 6. Zmiana objetosci
zajmowanej przez ptyn wynika, oprdcz jego $cisliwosci, ze zmiany objetosci poréw. Opis ruchu ptynu
w o$rodku przedstawia zasada zachowania pedu uwzgledniajaca réwnanie Darcy’ego.

Wilmanski [2006] podat w watpliwo$¢ czes¢ zatozen Biota, na przyktad sprzezenie obu faz osrodka,
gdzie bez uwzglednienia gradientu porowatosci, o§rodek mozna rozpatrywac, jako prosta mieszaning,
gdzie napr¢zenie w danej fazie, zalezy wylacznie od odksztalcen tej fazy. Za niezgodne z zasada
materialnej obiektywnosci, wedtug ktérej zwiazki konstytutywne powinny by¢ niezmienne bez wzgledu
na punkt odniesienia, Wilmanski uznat tez cztony sprzezenia dynamicznego obu faz, ktére zaleza od
uktadu odniesienia i materiatu. Zarzucit rowniez, ze model Biota nie opisuje zmian porowatosci. Aby
moéc wykazaé uzaleznienie naprezenia od odksztalcen obu faz i zachowaé zgodno$¢ z druga zasada
termodynamiki, przedstawit model, w ktérym réwnania konstytutywne pokazuja zalezno$¢ napr¢zenia
rowniez od gradientu porowatosci:

0, =0 +24e, +(Ae+08) 9, ~N(f - f;)9, 2.49)
o=0"+p'RO+Q+N (f- 1)), '

gdzie N , to nowa stata materiatowa, okreslajaca wptyw zmiany porowatosci na naprezenia; czton ten

moze zaniknag¢ w modelu liniowym. Ostatecznie Wilmanski uznat jednak, ze opisane wady (ktére
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wystepuja w wielu liniowych modelach, cho¢by w klasycznej teorii sprezystosci) nie dyskwalifikuja
modelu Biota, gdyz uwzglednienie opisanych przez niego efektéw nie ma duzego wptywu na rezultaty.

Teoria porosprezystosci, oprécz modelowania materialéw takich jak grunty i skaty, znajduje réwniez
zastosowanie przy modelowaniu innych osrodkéw porowatych, np. tkanek biologicznych takich, jak
kosci [Cowin 1999] §ciany tetnic [Simon 1in 1993], skéra [Mark iin 1994], migsien sercowy [Yang
i Taber 1991], mézg [Pefia 1996], Ptuca [Bergeri in, 2016] czy torebka stawowa [Mow i in. 1986], gdzie
tkanka jest traktowana jako osrodek dwufazowy zlozony z najcze$ciej niedcisliwych, szkieletu oraz
ptynu tkankowego. Interesujace podejScie zaprezentowali Pefia iin. [1998], ktérzy przedstawili
teoretyczny model zaktadajacy, ze tkanka moze by¢ traktowana, jako materiat porosprezysty, ztozony
ze szkieletu (bedacego réwniez materialem porosprezystym, zbudowanym z polimeréw, takich jak
kolagen) wypetniony, oprécz plynu tkankowego, porosprezystymi komoérkami, pozwalajacy na
zamodelowanie m.in. réznego ci$nienia ptynu w komoérkach i ptynu tkankowego. Wedtug tych autoréw
w tkankach twardych, takich, jak tkanka faczna, obcigzenia przenoszone sa glownie przez szkielet,
natomiast w migkkich tkankach, takich, jak tkanka nablonkowa, przez cytoszkielet. Dla skali komdrek
szkielet stanowia organelle, natomiast plyn jest ptynem wewnatrzkomérkowym. Podczas procesu
konsolidacji plyn wewnatrzkomérkowy wyptywa przez S$ciany komdrkowe do przestrzeni tkanki.
Doktadniejszy opis cytoplazmy jako materiatu porosprezystego przedstawili Mooendarbary i in [2013].
Roose iin. [2003] Wykorzystali réwniez model porosprezystosci do zamodelowania naprezen, jakie
wywiera na otaczajacej tkance rosnacy guz.

7.2.4. Réwnania ciaglosci przeptywu

Réwnanie ciaglosci przeptywu dla osrodka dwufazowego przedstawione zostanie przy uzyciu
nastgpujacych zatozen i oznaczen:

0 Ptyn porusza sie w porach osrodka z predkoscig rzeczywista v’/ . Rozpatrujagc osrodek

sktadajacy sie z ptynu i szkieletu najczgsciej uzywa si¢ predkoSci odniesionej do catego
przekroju v/ = ﬁr’; oo fa » gdzie f, to porowato$¢ powierzchniowa. Podobnie okresla si¢

predkos¢ szkieletu: v* =y (1 - f A) , gdzie v to predkos¢ rzeczywista szkieletu,; ktora

jest rowniez predkos$cia, z ktérg porusza si¢ osrodek (ptyn + szkielet) przy braku przeptywu
ptynu wzgledem szkieletu. Ptyn wzgledem szkieletu porusza si¢ z predkoscia relatywna
proo=vl =y w odniesieniu do catego przekroju v" =v _f, . Sktadowe predkosci

ptynu, szkieletu, oraz predkosci wzglednej oznaczane beda odpowiednio jako vl.f v iy dla

;. . . . . , f s . r
predkosci odniesionych do powierzchni o$rodka, oraz v reecri 1 Vicoerd

rzecz.i?®

% dla predkosci
rzeczywistych.
0 Porowato$¢ powierzchniowa jest przyjmowana jako réwna porowatosci objgtosciowej f, = n.

Jest ona wielko$cig stata dla okre§lonego os$rodka. Niektoérzy badacze, np. Kubik [1986],
Kowalski [1992], Kubik i Cieszko [2005] uwazaja porowato$¢ objetosciowa za
niewystarczajagca 1 proponujg wykorzystanie 2 parametrow opisujacych porowatosc¢:
porowatos$¢ objetosciowa i parametr struktury .

O Zgodnie z oznaczeniami wprowadzonymi przez Biota, ggstos¢ osrodka p = 0, +20,, + 0,, .
Masa szkieletu na jednostke objgtosci wynosi p, = (1 - n) P, > gdzie O, to gestos¢ szkieletu,
wedtug Biota [1956] jest ona réwna 0, = 0;, + 0;, . Masa ptynu  w jednostce objgtosci jest



natomiast réwna 0, =npQ,, wedlug Biota [1956] jest on réwna 0, = 0,, + 0,,, stad
P = p, + p,. Wspétczynnik p,, okresla dynamiczne sprzg¢zenie faz, o, <O0.

0 Energia kinetyczna o$rodka dwufazowego wyraza si¢ wzorem [Biot, 1956]:

2K = f(p“ v +20 0+ p™v/v/)d Q. (7.50)

O Naprezenia odnoszone sa do powierzchni catkowitej osrodka, za naprezenia ujemne uznaje si¢
naprezenia $ciskajace, zatem naprezenie w plynie 0 = —pn, gdzie p to ci$nienie ptynu.

O Pory osrodka dwufazowego wzajemnie si¢ komunikujg — nie ma por zamknigtych.

O

Plyn jest $ci§liwym, lepkim ptynem, newtonowskim.
O Podczas przeptywu ptynu wzgledem szkieletu na skutek dziatania lepko$ci, na styku obu faz
nastepuje dyssypacja energii — jest ona funkcja kwadratowa predkosci wzglednej cieczy:

2D = jbv’v'dg (7.51)

gdzie b to wspétczynnik usrednionych oporéw lepkich cieczy zalezny od lepkosci ptynu i $rednicy
ziaren o$rodka porowatego.

W celu wyprowadzenia réwnan ciaglosci przeptywu dla osrodka dwufazowego oraz pltynu
przesaczajacego si¢ przez jego pory, mozna, zgodnie z praca Strzeleckiego iin. (2008) skorzystaé
z reprezentatywnego elementu REV (Representative element of Volume) wypetnionego o$rodkiem.
Element ten ma objetos¢ €2, ograniczony jest powierzchnig S, natomiast 7 jest wektorem
jednostkowym skierowanym normalnie i na zewnatrz do powierzchni S. Osrodek (szkielet i ptyn)

S
przemieszcza si¢ przez $cianki elementu z predko$cia Vizec; .

Masa przemieszczjgcego si¢ przez powierzchni¢ S osrodka jest rowna:

jpv,m, nds = fp1 ece M AS + jpz e dS = Ip;v,n,ds+ jp,vnds (7.52)

jednoczes$nie ma miejsce przeplyw ptynu wzgledem szkieletu z predkoscia Vicee: = ;fzecz ~ Vieeez . Masa
przeptywajacego ptynu jest réwna:

jp2 Lo mdS = jp,v nds . (7.53)

Zmiana masy szkieletu iptynu przepltywajacych przez powierzchni¢ S ograniczajacg element
w jednostce czasu jest rowna:

jole+e)

dQ. 7.54
or (7.54)

Q



Sumarycznie mozna zatem napisac:

v nds+ (o0 —vnds + [2Paq =0, (7.55)
Ip el Ip, I

Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego:

[ (Ve ) Q+j(p,v ),,dQ+I(ap1+aéot de 0,

Q
00, s
j - 7t pvrzecz.i’i +p’z rzecz.i dQ - J.(plv )’z dQ (756)
5\ 0t
. . . ... (D" _20 s 0 _
Korzystajac z definicji pochodnej materialnej =—+v _,— |, oraz faktu, ze Vyrini = €
Dt 0t " 0x,
w uktadzie lokalnym mozna zapisac rownanie ciggltosci osrodka w postaci:
Dp. . _ ,
D PET OV )y - (7.57)

Jesli rozpatrujemy wylacznie ruch ptynu porowego wzgledem szkieletu, réwnanie ciggto$ci zawiera

jedynie wyplyw masy ptynu i zmiang jego ilosci w czasie:

P,V .. ndS + | pvindS + ap?dQ 0. (7.58)
[P + [owins + [ %

Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego:

0p
S ), dQ+ ), dQ+ 2dQ =0,
£(p2vrzecz.z) i Z[(lolvt ) i §[ at

)

a_t2 + p2,ivrrzecz.i+p2v:zecz.i,i = _(pZV:zecz.i)’i - (759)
Korzystajac z pochodnej materialnej [D = 62 V] e aij , w uktadzie lokalnym mozna zapisaé
t T ox'
rownanie cigglosci ptynu:
D'p
: + 102 (0 S) _(p2vrzecz z) % * (760)

Dt



Zaktadajac brak ruchu szkieletu v, , . =0, czyli v, . =v., .. Wtedy:
% PV i+ PV i =0 (7.61)
Stad réwnanie ciaglosci pltynu ma postac:
div ( o ) = —a('g—;") , (7.62)

ktéra zgodna jest z postacig rdwnania cigglosci dla modelu hydrodynamicznego przeptywu ptynu przez
osrodek porowaty.

7.2.5. Zasada zachowania pedu

Ped dla obu faz o$rodka i dziatajace na nie silty bezwtadnos$ci okresli¢ mozna uzywajac zatozen
podanych przez Biota [1956]. R6wnanie energii kinetycznej wg Biota ma postac:

2K = J.(lollvjzeczt 1 21012 :zeczt rj;ecz i + Iozzvr];eczjvfzecz.i) dQ ’ (763)

Q

stad ped szkieletu oraz ptynu osrodka dwufazowego mozna otrzymaé przez zrézniczkowanie energii
kinetycznej wzgledem predkosci:

P = 0K =J’(p11vs '+1012vfzecz.i)dg’
o

avs ' rzecz.i
rzecz.i (7.64)
0K
f = — 12_ s + 22 f
Pi anzeCz i i (IO vrzeczj IO Vrzeczj ) dQ
Sity bezwtadnosci szkieletu i ptynu opisuja nastepujace zaleznosci:
ov, ov/
B = 11 rzecz.i 4 12 rzecz.i dQ,
’ i[,o o P o
(7.65)
Bif - I 1012 avrzeczz + p22 avrzeczz 4o.
2 ot ot

Funkcja dyssypacji energii podczas przeptywu ptynu przez pory ciata stalego ma postac:

oW, jbv 4Q, (7.66)

rzecz. i rzecz i



gdzie b oznacza usredniona sitg¢ oporu lepkiego, a W, funkcje¢ dyssypacji w postaci formy kwadratowe;

zaleznej od predkosci relatywnej v© = (vr )

rzecz.i | °

Mozna okresli¢ sity oporu lepkiego dziatajace na szkielet i ptyn obliczajac:

Mis = aWd = _Ibvrrzecz idQ’
av:zeczi Q o
' (7.67)
Ml =M = fpy do
1 aviecz.i 2 rzecz.i

Zasada zachowania pedu dla fazy stalej o§rodka ma postac:

—_ r av:zecz.i av{zecz.i
! o,ndS + i X,(p-p,)dQ=- s[bvm,.dsz + i ( o et o = ]dQ. (7.68)

Po zastosowaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego, zwigzek lokalny mozna zapisa¢ w postaci:

o’ . o’
O+ Xp, ==bv ., +P" vg;““ +p" vgj“ : (7.69)

Dla fazy ptynnej osrodka zasada zachowania pedu bedzie miata postac:

s f
[onds +[x,p.d0 = [pvr,. da+ ]| o Wi 4 2 Wi | 4y (7.70)
% : 2 : ot ot

Zwiazek lokalny po zastosowaniu zasady Gaussa-Ostrogradskiego ma postac:

o’ . o’
o +X. - bvr o+ 12 rzecz.i 4 22 rzecz.i (771)
| zp2 rzecz.i IO at p 61‘
Réwnanie dla obu faz osrodka tacznie ma postac:
ov' . ol o o'
o+ +X.p= 1 7 Preczi 4 12 rzecz.i g 7 Vrzeczi | 4 22 —rzeczd (772)
i PO AL ot P ot ot p ot

Zaktadajac proces quasi statyczny, gdzie przyspieszenia obu faz sg mate, wigc g_v =0:
t

0y, 0, +X;,p=0,

g, +X,p,=bv,

rzecz.i*

(7.73)



Z ostatniego rOwnania mozna otrzymac predkos¢ wzgledng ptynu:

, _ 1 _ 1 _ o,
Ve —;(UJ +X,p0,) —;(a,i -gp,)=-2 Zg (—ﬁﬂ} (7.74)

Zaktadajac definicj¢ wysokosci hydraulicznej H zgodnie z réwnaniem Bernoulliego:

E 2
:_:h+£+v_, (7.75)

mg y 2g

przy zalozeniu braku wptywu energii kinetycznej na przeptyw ptynu w osrodku porowatym w postaci:

H="L +x, (7.76)
£O,8

g.

oL,

7 .

zgodnie z zalozeniem, ze O, = fp, i O= —fp, dla statej porowatosci p,=-

g,
H,=———+1. (7.77)

TP

Wzér na predko$¢ wzgledng ptynu mozna zapisa¢ w postaci:

2
y=-I P8y (7.78)
b
Poréwnujac otrzymane réwnanie z prawem Darcy’ego:
v, =—kH (7.79)

mozna pokaza¢, ze prawo Darcy’ego jest prosta konsekwencja zasady zachowania pedu dla przypadku

k= fzplg

przeplywéw laminarnych ptynu przez o$rodek porowaty. Wprowadzajac oznaczenia: ,

b

2
mozna okresli¢ wspotczynnik oporu lepkiego b = I pe .

7.3. Teoria porosprezystosci w swietle teorii homogenizacji

Réwnania konstytutywne, odpowiadajace rdwnaniom dla teorii porosprezysto$ci mozna réwniez
utrzymac za pomocg metod teorii homogenizacji. Teoria homogenizacji pozwala na okreslenie cech
makroskopowych niejednorodnego osrodka (zwanego osrodkiem makroskopowo-ekwiwalentnym),
takich, jak zwiazki konstytutywne, réwnania bilansu wielkos$ci fizycznych i parametry efektywne na



podstawie znajomosci jego mikrostruktury: geometrii, réwnan réwnowagi, rownan konstytutywnych
oraz warunkéw brzegowych dla reprezentatywnego elementu objetosSci REV (ang. representative
element of volume) [Strzelecki i in, 2008].

Metody teorii homogenizacji podzieli¢ mozna na metody zakladajace periodyczno$¢ lub losowosé
osrodka. Matematyczne podstawy homogenizacji struktur periodycznych (HSP) przedstawili
Benssoussan, Lions i Papanicolau [1978], metoda nastgpnie rozwijana byta przez Sancheza-Palencig
[1980] iin. z metod zakladajacych losowo$¢ osrodka wymieni¢ mozna metod¢ modelowania
stochastycznego Kronera [1986], metody samostabilizujace [Zaoui 1987], Metody Gelhara [1987],
Matherona [1967], oraz przedstawiane przez licznych autoréw metody $rednich.

Teoria asymptotycznej homogenizacji postuguje si¢ dwiema skalami — mikroskopowa, bedaca skala
niejednorodnosci, oraz makroskopows, dla osrodka ekwiwalentnego (taktowanego jako jednorodny).

[
Stosunek skali opisuje parametr & = Z , gdzie [ jest wymiarem REV, natomiast L jest wymiarem

w skali makroskopowej. Warunkiem mozliwosci skorzystania z tej metody jest rozdzielnos¢ skal, zatem
parametr £ musi spetnia¢ warunek £ <0.1 [Strzelecki iin. 1996]. Wielkosci L odpowiada zmienna
X, natomiast wielko$ci | — zmienna Y. Dla obydwu uktadéw definiuje si¢ zmienne bezwymiarowe:
w skali makro x = X / L (tzw. zmienna wolna) i w skali mikro y =Y /[ (tzw. zmienna szybka), przy
pokrywajacym si¢ uktadzie wspotrzednych mozna napisa¢ x = y€ gdy uktadem odniesienia jest skala
mikro, i y=x/&, gdy ukladem odniesienia jest skala makro. Operator rézniczkowy teorii

homogenizacji ma postac¢

i = ai + g_l a_f
dx, Ox, dy,

1

(7.80)

Rozwigzanie zagadnienia polega na znormalizowaniu réwnania opisujacego proces, czyli sprowadzeniu
wartos$ci fizycznych do bezwymiarowych funkcji parametru &€ , nastepnie rozwinigciu asymptotycznym
funkcji:

f(x,y) = f(o)(x,y)+£f(1) (x,y)+€2f(2) (x,y)+... +£if(i)(x,y), (7.81)

i po identyfikacji cztonéw odpowiadajagcych danej potedze parametru & izatozeniu &€ — 0,
rozwigzaniu otrzymanych réwnan rézniczkowych i powrocie do wartosci fizycznych.

Wsréd licznych prac dotyczacych o$rodkéw porowatych wymieni¢é mozna rozwigzanie zagadnienia
izotermicznego przeptywu cieczy przez osrodek porowaty przez Ene i Sanchez-Palenci¢ [1975], prace
dotyczaca drgan [Sanchez-Palencia 1980], rozwigzanie przeptywu gazu [Auriault, Strzelecki i Bauer
1990], rozwigzanie przewodzenia ciepta w osrodku porowatym [Auriault 1983], rozwigzania transportu
zanieczyszczen przez dyfuzje [Auriault i Lewandowska 1993] i adwekcje [Auriault i Lewandowska
1996]. Zagadnieniami dla skali wielokrotnej zajmowali si¢ Auriault [1991], Royer [1996]. Rozwiazanie
zagadnienia propagacji fal w osrodku porosprgzystym, odpowiadajace modelowi M.A. Biota uzyskali
Burridge i Keller [1982]. Wptywem mikrostruktury na parametry efektywne o$rodka porowatego
zajmowat sie m.in. Lydzba [2002].



Przytaczane tu zagadnienie konsolidacji o$rodka porowatego opisane zostato przez Auriault i Sanchez
Palenci¢ [1977] dla poréw wypelnionych ptynem, oraz przez Auriault, Strzeleckiego i Bauera [1990]
dla pustej matrycy porowatej lub matrycy wypetnionej gazem.

W przypadku, gdy pory o$rodka sg puste, (osrodek wypetnia przestrzen €, szkielet wypelnia przestrzen
Q ), poszukiwang funkcja jest tylko funkcja przemieszczenia szkieletu. W praktyce stan taki nie

wystepuje, gdyz pory osrodka zawsze wypelnione s3 ciecza lub gazem - stanowi jednak ono punkt
wyijscia dla analizy zagadnienia przy porach wypelnionych ptynem. Przyjmuje si¢ wtedy [Auriault i in,
1990]:

O rdéwnanie rownowagi szkieletu

diva, =0, (7.82)

gdzie U;.f to tensor napr¢zenia ciala liniowo sprezystego, indeksy: s — dla szkieletu, f — warto$¢

fizyczna.

O Zwiazek konstytutywny dla szkieletu (prawo Hooke’a):
o =al,e, (i), (7.83)

gdzie ay, to tensor statych sprezystosci, a e, to tensor odksztatcenia, zalezny od wektora

przemieszczenia U .
0 Warunek brzegowy w przypadku pustych poréw:

(o)) 1=0. (7.84)

O Warunek brzegowy uzupetniaja warunki periodycznosci przemieszczen i naprezen:

[#1]=0

[a;jfil “o. (7.85)

Po podstawieniu rozwinigcia przemieszczen w szereg asymptotyczny i identyfikacji trzech najnizszych
rzgdoéw rozwinigcia, uzyskiwane sa kolejno rozwigzania dla najnizszych rzgdéw & . Ich szczegdtowy
opis mozna znalez¢ w pozycjach Strzelecki [1996] lub Auriault, Boutin, Geindreau [2009].

Z rozwigzania dla rzedu & 0 wynika, Ze przemieszczenia zalezg tylko od zmiennej makroskopowe;j:
i =" (x). (7.86)

Uzyskane ta metoda réwnanie konstytutywne osrodka ciggtego ma postac:

a; = Cijen® sk (’7‘(0)) ; (7.87)



— Tm
adzie Cin = Ay, + Q€1 (fz )

W skali makroskopowej réwnanie réwnowagi ma postac:

o’ =y, (7.88)

/Y

Napre¢zenie O T w skali makroskopowej jest naprezeniem czastkowym — w tej skali nie odréznia sig juz
obszaré6w zajmowanych przez szkielet i miejsc pustych, dotyczy ono calej powierzchni osrodka.

W przypadku pustych poréw jest ono réwne naprezeniu czgstkowemu O .

Metoda teorii homogenizacji zostal tu uzyskany tensor statych materiatowych dla o$rodka ciagtego,
natomiast opisujace go réwnanie konstytutywne pozostato bez zmian (prawo Hooke’a).

W rzeczywisto$ci pory o$rodka zawsze wypetnione sg ptynem — najczesciej jest to woda lub powietrze.
Faze¢ gazowa moze stanowi¢ tez para wodna. Oprécz przemieszczenia szkieletu, poszukiwanymi

(0) (0)

funkcjami sg tu predkos$¢ przeptywu pltynu v'”’, oraz jego cisnienie p'’; w przypadku ptynu

Scisliwego, réwniez jego gestose ,0(0) .
W przypadku, gdy pory wypetnia niesci§liwy ptyn Newtona, za ktéry w pewnym przyblizeniu mozna
uzna¢ wode, oprécz rownania réwnowagi i rownania konstytutywnego dla fazy statej, nalezy réwniez

uwzgledni¢ réwnanie ruchu cieczy:

diva) =0, (7.89)

Roéwnanie konstytutywne cieczy przybiera postac:

o’ =-p'I,+2uD,, (7.90)
gdzie [ ; to tensor jednostkowy, a Dij to tensor predkosci dewiatora odksztalcen:
D, =e,(#) =L 86, (7). 791)
3
gdzie 511 to delta Kroneckera, oraz rownanie ciggtosci przeptywu:
div (v,.f ) =0. (7.92)

Warunki brzegowe maja wtedy postac:



[((U;'f _Ug)NJ} =0,

7.93)
[v/ =i/ ]I.=0. (

Z rozwigzan dla rzedu &' dla cisnienia i dla rzedu & dla przemieszczen i predkosci, wynika, ze
ci$nienie i przemieszczenia w plynie zaleza tylko od zmiennej makroskopowe;j. z kolei rozwiazanie dla
predkosci prowadzi do prawa Darcy’ego:

w/©) = -k, grad p", (7.94)

1

— . ~ P
gdzie w to predkos$¢ ptynu wzgledem szkieletu: w. =v, —u; , natomiast kij = —kl.j(y). Tensor kij ( y)

7
jest funkcja zmiennej lokalne;.
W skali osrodka naprezenie w szkielecie okresla zwiazek:

U;'JT'(O) = CijnCxin (“(O)) B aijp(O) ; (7.95)

gdzie @;; to tensor sprezystosci okreslajacy wptyw cisnienia ptynu w porach na stan napre¢zenia:

a,=nl, +ay.e, (), (7.96)

y

Rozwiazanie réwnania ciggtosci przeptywu ma postac:

0 (v(o) — i) )

=y, ()-8, (7.97)

1

Gdzie y, =nl, =&, i B=1,,,.

Podsumowujac, makroskopowe zachowania o$rodka porowatego wypelnionego niesci§liwym ptynem
Newtona, opisuja nast¢pujace réwnania:



0 (Cijkhexkh (” ) - aijp)
= 0,
Ox ;

0 ~ 0 - )
a_xi[_kijglj:_%jew(”)_ﬁp'

(7.98)

Uktad ten odpowiada uktadowi réwnan modelu porosprezystosci Biota-Darcy’ego — trzy réwnania
rownowagi i réwnanie przeptywu. W przypadku, gdy wypelniajacy pory ptyn jest S$cisliwy,
poszukiwang funkcja jest réwniez jego gesto$§¢. Rownania dla szkieletu oraz warunki brzegowe
pozostaja bez zmian wzgledem modelu dla ptynu niescisliwego, modyfikacji ulegaja réwnania dla ptynu
(w tym przyktadzie model Stokesa z uwzglednieniem $cisliwosci barotropowej):

O Roéwnanie ruchu:

Dv’
diva) =p’ : (7.99)
i =P Dt
O Roéwnanie konstytutywne ptynu:
0" ==p' I, +2uD; + Ae, (¥ ) I, (7.100)

Po uwzglednieniu réwnania konstytutywnego, réwnanie ruchu ma postac:
25f Ot N Iy 5f
MV —(/1 +,u) grad (leV ) —grad p’ =p 6_+ (v grad)v . (7.101)
t

W pracy Auriault, Strzelecki, Bauer [1993] przedstawione sg rozwigzania dla przeptywu ustalonego

i nieustalonego, dla r6znych rzgdéw wielkosci liczb bezwymiarowych Q, (stosunek sit powstajacych
z dziatania gradientu ci$nienia do sit oporu lepkiego przeptywajacej cieczy), R, (liczba Reynoldsa),

R, (chwilowa liczba Reynoldsa), oraz liczby Strouhlala S =R, /R,,. Autorzy pracy wykazali, ze
proces jest nichomogenizowalny dla liczby Strouhala S = O (5 _1) , natomiast dla rzedéw wyzszych, niz
(0] (1) , przeptyw nieustalony sprowadza si¢ do przypadku przeptywu ustalonego. w przypadku, gdy
liczba Reynoldsa ro$nie w stosunku do Q (Q =0 (6‘ _1) iR,=0 (1) ), prawo przeplywu przestaje by¢

liniowe.

Rozwigzanie dla predkosci, przemieszczen i ci$nienia dla nizszych rzeddw & odpowiada
rozwigzaniu dla ptynu niesci§liwego, skad otrzyma¢ mozna przy analogicznym postgpowaniu zwiazek
konstytutywny:

7(0)

;" = ¢y (u) - a,p?, (7.102)



oraz réwnanie rOwnowagi:

div. o’ =, (7.103)

xij

Po ich uwzglednieniu w réwnaniu ciggtosci przepltywu dlarzgdu € otrzymuje si¢ nastepujace rownanie
w skali makro:

div(p§)+Auvl]gradp+p( X,é;+Bp) = 9P (7.104)

o ,of
op 0p
tensor drugiego rzedu, X; =), — 1 joa [3 to parametr efektywny.

gdzie A to wspétczynnik podatno$ci cieczy: A = — ,V; to tensor Scisliwosci ptynu, X to

Zatem uktad rownan konsolidacji dla osrodka ekwiwalentnego ma postac

0 - _
acijkhexkh ul|-a,p =0,

J

0f_ ~0p|__ L _op
a_xi[ pki,ng— p( J,( ) ﬁp) Auv; grad p nor (7.105)

f(p.p)=0

W przypadku, zatozenia niescisliwosci ptynu: A =0, o = const, uktad réwnan sprowadza si¢ do
uktadu réwnan klasycznej teorii konsolidacji dla cieczy niescisliwej. w przypadku malej $cisliwosci (

oY = 0,v; =0,), zdefiniowanej, jako:

p=k P, (7.106)
Yo,
gdzie k, to wspétczynnik $cisliwosci cieczy, réwnanie przeptywu ma postac:

0 -~ Op
a_xi[_pkif ax]} Vi xv( ) Bp. (7.107)

gdzie B jest zmodyfikowanym wspGtczynnikiem uwzgledniajacym wptyw $cisliwosci ptynu,
,B* =[+ nkl_l. Taka posta¢ réwnania odpowiada propozycji Bauera i Gergowicza [1986].
Wspdtczynniki réwnah w skali makro uzyska¢ mozna metodami numerycznymi, przeprowadzajac

obliczenia na elemencie REV. Zaktadajac, zgodnie z metoda zbieznos$ci dwuskalowej, ze wszystkie
rozwazane funkcje zalezag od dwéch zmiennych okreslajacych odpowiednio zmiany makroskopowe i



mikroskopowe, warto$ci parametréw mozna uzyskaé rozwazajac proces odksztatcen komorki
periodycznej Q. Prosty przyktad okreslenia parametréw A i N osrodka porowatego przedstawiony

zostal w pracy Strzeleckiego i Kosteckiego [2008]: parametry osrodka usrednionego uzyskano tam
zaktadajac jednostkowe odksztatcenia ptaskiego elementu REV w skali makroskopowej w ptaskim
stanie odksztalcenia. Ponizej przedstawiony zostanie przyktad o nieco innej geometrii (rys 7.1) w celu
bardziej widocznego ukazania warunku periodyczno$ci. Element te si¢ ze sprezystej matrycy oraz
okragtych poréw przy porowatosci w zakresie f =0.01-0.71.

Rys. 7.1. Element REV z siatka elementéw skonczonych przy porowatosci f =0.3

Zwiazki konstytutywne ptaskiego modelu sprezystego wyrazaja si¢ rOwnaniami:

_ _ _ 9
0, =2NE, +A(E,+E,)+2N o, +A(awx + Wy},

Ox Ox Oy
~ ~ ~ aw ~ aw aw

0, =2NE, +A(E,+E )+2N—2+A =+ |, (7.108)
» y ¥ dy dx dy

o =8| B+ L[ O )|
’ Y2 0x Oy

gdzie E, to wydtuzenie wzgledne (w skali makro) wzdtuz osi x, E, to wydtuzenie wzgledne wzdtuz osi

y, E.y to odksztatcenie postaciowe, wy i wy to skladowe wektora przemieszczenia, Ni A sa statymi
Lamégo dla osrodka bez poréw. Uktad réwnan réwnowagi ma postac:

6(;:)“ N daaxy -0,
Y (7.109)
do,, N do,, ~0




Musi on spetnia¢ warunek brzegowy [(aijkh (W))N j]

=0, oraz warunki periodycznos$ci [vT/] =0 i
.

I:aijkhekh (W)] =0, gdzie ay, to tensor stalych sprezystosci, e, to tensor odksztalcen, z zamykajacym

warunkiem catkowym:

[wa, =0, [wdq =0 (7.110)
Q, Q,

Obliczenia wielkosci poszukiwanych parametr6w mozna uzyskac¢ przyjmujac jednostkowe wydtuzenie
w jednym kierunku E, =1 albo E =1 (dla przyj¢tego symetrycznego uktadu w obu przypadkach

wyniki sg jednakowe).

Poszukiwane wartosci 2N+A 1 A otrzyma¢ mozna okre$lajagc Srednie naprezenia

o,=2NE +A(E, +E) 1 O, ,=2NE +A(E +E ). Rozktad naprezeh O, 1 o, w skali

Yy

periodycznej komorki przedstawiono na rys.7.2
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Rys. 7.2: Rozktad naprezen w skali lokalnej przy f =0.3, E =1, E =0,E =009 0,b)0,

Wartosci usrednionych parametréw zaleza od porowatosci. Rysunek 7.3. Przedstawia warto$ci naprgzen

o0, w komorce periodycznej dla minimalnej i maksymalnej z analizowanych warto$ci, natomiast 7.4.
zalezno$¢ parametréw A, N i K=A+2/3N od porowatosci. Wyniki te pokrywaja si¢ z warto$ciami
uzyskanymi przy geometrii zastosowanej przez Strzeleckiego i Kosteckiego [2008].



o
ik odksztalcenia obji
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Modul odksztalcenia objetosciowego A
Modul odksztalcenia postaciowego N

Rys. 7.4. Zalezno$¢ parametréw A, N i K od porowatosci

Okreslenie pozostatych parametréw Biota i znalezienie zalezno$ci funkcyjnych od porowatosci osrodka
wymaga rozwigzania bardziej skomplikowanego uktadu réwnan w skali mikroskopowej. W przypadku
wody jako ptynu porowego mozna przyja¢ zalozenie, Ze jest ona mniej $cisliwa niz szkielet osrodka
porowatego i parametr R, ktéry okresla zwigzek pomiedzy dylatacjg cieczy a ci$nieniem czastkowym
cieczy zalezy liniowo od porowato$ci. Na podstawie pracy Biota Willisa [1959] oraz Emmricha [1984]
mozna réwniez stwierdzi¢, ze pomiedzy parametrami Biota H i R i porowatos$cig f zachodzi prosta
relacja H =R/ f.

7.4. Teoria porosprezystosci w Swietle termodynamiki
7.4.1. Pierwsza zasada termodynamiki
Zgodnie z pierwsza zasadg termodynamiki, zmiana energii wewnetrznej uktadu jest rdwna sumie energii

w formie ciepta i pracy mechanicznej wykonanej na uktadzie. Zasada ta jest forma zasady zachowania
energii, rozszerzong na procesy termodynamiczne. Mozna jg zapisa¢ w postaci ogdélnej, jako:

L+Q:%(W+K), (7.111)



gdzie L to moc sit dziatajacych n uktad, Q to ciepto, W to energia wewnetrzna, natomiast K to

energia kinetyczna uktadu.
W przypadku o$rodkéw dwufazowych, na podstawie prac De Groot, Mazur [1965], Derski [1975],

Strzelecki i in [2008] mozna opisa¢ energi¢ wewngtrzng ukladu jako sume energii wewnetrznej jego
sktadnikéw:

W =W, + by, (7.112)

gdzie w, to energia wewngtrzna szkieletu, a w, to energia wewnetrzna ptynu. Na szkielet dziataja sity

powierzchniowe, sity grawitacji oraz sity oporu lepkiego. Sume ich mocy mozna zapisa¢ w postaci:

l.’l = Lf + l’lG + L,l] = J'O}jnjv:zecz.jds + J‘Xiplvjzecz.idg + J'bvlrv;vzecz.id'£2
S “ “ (7.113)

rzecz.i rzecz.1

=|(v:,.. (g, . +X,p +bv _)+0.& )dQ
i,J y-y
Q

Zmiana energii cieplnej dostarczonej do szkieletu (lub odebranej) przez powierzchnig¢ S jest réwna:
Ql = —qunidS = _J‘ql‘X,idQ‘
s Q

Energia wewnetrzna jest funkcja stanu, nie jest znana jej catkowita warto$¢, w opisie proceséw
termodynamicznych okre$la si¢ jej zmiang, wynikajgcg ze zmiany parametréw stanu uktadu. Dla opisu
osrodka ciggtego mozna postuzy¢ si¢ zmiang energii wewnetrznej szkieletu na jednostke objetosci:

0

5 W= iwldg. (7.114)

Zmiana energii kinetycznej dla szkieletu wyniesie:

al’ ) rzecz.i 11

:zeczj +p avﬁZECZ-i (7 115)
o1 Poor ) '

Stad dla szkieletu I zasade termodynamiki mozna zapisa¢ w postaci:

a 1

s r av: ecz.i vrzecz i 3 s H
Ivrzecz.i (0;,;* X0 +bv, i = P azt =~ P or =)dQ + _[ (0',75,; -4 ,i)dQ = ledQ~ (7.116)
o Q o

Wykorzystujac réwnanie zachowania pgdu, lokalng zmiang energii wewnetrznej dla szkieletu mozna
opisa¢ wzorem [Strzelecki i in. 2008]:



W =06, -4 ;- (7.117)

W podobny sposéb kolejne cztony réwnania (7.111) mozna zapisa¢ dla ptynu:

O moc sit dziatajacych na uklad:

L=D 45+ 1]

y

I(Vimz.i (U,i +X,p" - bv;m.,.) + a&)dﬁ, (7.118)
Q

O zmiana energii cieplnej dostarczonej do ptynu:

Qz = —jqfnidS = —J'ql.l’idQ, (7.119)
K} Q

O zmiana energii kinetycznej ptynu:

0K, i o . o .
— . rzecz.d 4 reecz.i | 7.120
al, ivrzecz.l (pn at p22 at ] ( )

O Stad i zasade termodynamiki mozna zapisa¢ w postaci:

iWZdQ = i‘/im.i (0, +x.0° =bv....) - 0o GVT - Py %)dﬁ + £ (06-4,)ae.  @.121)

Po zastosowaniu zasady zachowania pedu dla ptynu lokalng zmiang energii wewngtrznej ptynu opisuje
wyrazenie:

W, =08 -¢q, (7.122)
Dla o$rodka dwufazowego, zgodnie z (7.112), zmiana energii wewnetrznej wyniesie:

P . - s _ !
W—O'lj£ij+0'0 4 ;=4 (7.123)

Zaktadajac, ze cieplo przeptywajace przez uklad jest rowne sumie ciepta przeplywajacego przez obie

fazy, g, = Clis,i + qil,,. , mozna napisac:
W=0,¢,+00-q,,. (7.124)

7.4.2. Druga zasada termodynamiki

Zgodnie z Il zasadg termodynamiki, w uktadzie zamknig¢tym istnieje funkcja stanu niemalejaca
z czasem: entropia. Entropi¢ jako wielko$¢ fizyczng przedstawi¢ mozna analogicznie do objetosci.
Zgodnie z pierwszg zasadg termodynamiki, zmiana energii wewn¢trznej jest rtéwna sumie wykonanej



pracy idostarczonego/odebranego ciepta. Je$li jako czynnik aktywny przyja¢ ci$nienie oraz
temperaturg, wtedy:

O praca mechaniczna wykonana zostaje wskutek dziatania ci$nienia, ktére powoduje przyrost lub
ubytek objetosci
dW = pdV, (7.125)

O ciepto dostarczone/odebrane jest z uktadu wskutek dziatania temperatury. Wielko$¢ ulegajaca
Zmianie to entropia:

dQ =TdS. (7.126)

Stad entropi¢ definiuje si¢ za pomocg rézniczki:

as =92 (7.127)

T

Druga zasada termodynamiki okre$la kierunek proceséw samorzutnych. De Groot i Mazur [1965] oraz
Derski [1975] postugujg si¢ entropig wtasciwa, odniesiong do jednostki objetosci:

S = jsdﬂ. (7.128)
Q
Jesli
0 = ~[gnds =~[q,,, (7.129)
N Q
oraz
._0
s=£ 7.130
T ( )
wowczas
S:%:—jidg (7.131)
T T
Skoro

. . qT,
(ij I (7.132)



mozna napisac, ze

. | T
FET R T s (7.133)
T T) T
Stad
§=§,+3§,, (7.134)

gdzie s, = —(#J to lokalna entropia zewnetrzna, odnoszaca si¢ do odwracalnej czeéci procesu
1

T)*

lokalna entropia wewnetrzna, odnoszaca si¢ do procesu nieodwracalnego. w przypadku procesu

przewodzenia ciepla, ktéra moze przyjmowac¢ znak ujemny lub dodatni, natomiast §, =—

odwracalnego s, =0. Druga zasad¢ termodynamiki definiuje si¢ réwniez za pomoca nieréwnosci

Clausiusa-Duhema:

~20 (7.135)

Po uwzglednieniu entropii zewnetrznej w rdwnaniu bilansu energii wewnetrznej osrodka (7.124):

W=0,¢+00-q,, (7.136)
gdzie q;; = div(é) = div(c?1 + 21'2) , otrzymujemy:
W=0,é,+00+;T . (7.137)

W réwnaniu tym wystepuje szeS¢ parametréw stanu, z ktérych trzy sa niezalezne. Mozna zalozy¢, ze

energia wewngetrzna jest funkcja odksztalcen szkieletu, dylatacji cieczy i entropii: W = W(é‘ij,as).

Rézniczka zupelna ma wtedy postac:

W= &+ — O+ —3. (7.138)

ow __ow . _Ow o e
Stad: 0 :6_ , 0= % T —a—. Z tej zaleznosci mozna otrzymaé zwigzki konstytutywne,
& S

i

Zwiazki takie (dla osrodkéw sprezystych) przez Nowackiego [1975] okreSlane sg jako trzecia postac



zwigzkow konstytutywnych. Z drugiej zasady termodynamiki wynika réwniez prawo przewodnictwa
cieplnego.

7.4.3. Zwiazki konstytutywne dla osrodka dwufazowego sktadajacego sie z ciala
statego i ptynu.

Zwiazki konstytutywne dla osrodka dwufazowego mozna okre§li¢ przy pomocy praw
termodynamiki, analogicznie, jak dla o$rodka jednofazowego. Zagadnieniem okre$lania zwigzkow
konstytutywnych dla o$rodkéw sprezystych zajmowatl si¢ Nowacki [1975]. Wyréznit on 3 postaci
zwigzkow konstytutywnych:

0 [ posta¢ — zwigzki okreslajace zalezno$¢ napr¢zenia i entropii od odksztatcenia i temperatury,
wyprowadzone przy uzyciu energii swobodnej

o II posta¢ — zwiazki okre$lajace zalezno$¢ odksztatcenia i entropii od naprezenia i temperatury,
wyprowadzone przy uzyciu entalpii swobodnej (potencjatu Gibbsa)

o I posta¢ — zwiazki okreslajace zaleznos$¢ naprezenia i temperatury od odksztatcenia i entropii,
wyprowadzone przy uzyciu energii wewngtrznej jako funkcji stanu

W podobny sposéb okresli¢ mozna zwigzki dla osrodka porosprezystego. Pierwszg posta¢ zwigzkéw

dla tego typu osrodka przedstawili Coussy [1995] i Strzelecki [2008], réznig si¢ one temperaturg

odniesienia.

Zwiazki te wyprowadza si¢ przy uzyciu energii swobodnej Helmholtza, definiowanej jako:
F=W-S8T. (7.139)

W odniesieniu do jednostki objetosci, F' = I XdQ . Jej zmiane w czasie mozna zapisa¢ nastepujgcym

Q
wzorem:

X =w—§T —sT. (7.140)
Zgodnie ze wzorem na zmiang energii wewngtrznej osrodka dwufazowego (7.138), mozna zapisac:
X=0., + o8- 5T, (7.141)
lub
0,é;+00~sT - x=0. (7.142)
W pierwszej kolejnosci przedstawione zostanie postepowanie przy ztozeniu procesu izotermicznego

w celu poréwnania zwiazkéw konstytutywnych uzyskanych ta metoda z klasycznymi zwigzkami

podanymi przez Biota [1957]. Dla procesu izotermicznego (ST =0) powyzszy zwigzek przyjmuje
postac:



0., +a0- x=0. (7.143)

Przy zatozZeniu, Ze lokalna energia swobodna jest funkcjg odksztatcen: ¥ = X (é‘ij, 9) , oraz jej zmiana

0
jest rézniczka zupetna, d Y = —Xd &t —Xd @, a przyrosty parametréw stanu sg pochodnymi

RRCFY

czastkowymi wzgledem czasu, jej zmian¢ w czasie mozna zapisa¢ w postaci:

)'(:g—;\;f'i,- +g—)§9, (7.144)

stad:
(Uij ‘g—gJ% +(0—%J9=0, (7.145)

czyli:
g; :% oraz 0= g—)(; (7.146)

)

W celu otrzymania zwigzké6w funkcj¢ energii swobodnej nalezy rozwinaé w szereg Taylora w okolicy
stanu naturalnego:

2 2 2
+ 2x(0.0) £+ ox(0.) g+ oL 9 x(0.9) x(0.0) Eu +2a X(0.0) £0+ °x(0.0)
og, ' 06 2| ogog, 0,060 " 0806

i

(6.6)= x(0) o]

W stanie naturalnym przyjmuje si¢, ze energia swobodna X (0,0) oraz naprezenie w szkielecie

ax(0,0) dax(0,0)
¢,
naprezeniu pochodzacemu od ci$nienia atmosferycznego. Stad po zastosowaniu podstawien:

sa réwne zeru, natomiast naprezenie w plynie w stanie naturalnym réwne jest

_ °x(0,0) _
=B;, sma Y (7.147)

0’ x(0,0) _ 0’ x(0,0)
_— = C s —_—
0,06, " 0£,00

rOwnanie to mozna zapisa¢ z doktadnosciowa do matych wartosci drugiego rzgdu w postaci:

(£,.6) = aae+%(c,.jk,,s..ekl +2B,6,0+)0). (7.148)

ij? ij



Rézniczkujac zgodnie z (7.146), mozna otrzymacé zwigzki konstytutywne:

O, = ¢kt B0 (7.149)

0-0,=fE,+ 18

Tensor ¢, jest tensorem czwartego rzedu, co udowodnit Nowacki [1975]. Dla o§rodkow izotropowych,

zgodnie z pracg Nowackiego (1975), tensor ¢, mozna przedstawi¢ przy uzyciu statych Lamégo:
Cu =A8;9, +/J(é;k5ﬂ _é;lé_jk)- (7.150)

Stale A i U przez Biota oznaczone zostaty odpowiednio, jako A oraz N . Tensor drugiego rzedu ,3,.].,
okre$lajacy wzajemne oddziatywanie ptynu oraz szkieletu. Zaktadajac, Ze na odksztalcenie szkieletu ma

wplyw tylko odksztatcenie objetosciowe ptynu, ,6:.]. = O:] , tensor ten oznaczy¢ mozna przy pomocy
statych materiatlowych Biota jako ,6:.]. = Qé; , natomiast stata )= R wyraza zmian¢ objetosci ptynu

pod wptywem ci$nienia. Zwiazki te mozna zapisa¢ wtedy w postaci:

0, =2N¢,; + (A +00)0,.

(7.151)
o-0,=0¢,;+R0,

co stanowi klasyczny zapis zwigzkéw konstytutywnych teorii porosprezystosci Biota.

Korzystajac z entalpii swobodnej mozna uzyska¢ réwniez II posta¢ zwigzkéw konstytutywnych.
Potencjal Gibbsa dla procesu samorzutnego jest funkcja malejgcg iosigga minimum w stanie
rownowagi. Roézniczke potencjalu Gibbsa dla o$rodka dwufazowego mozna zapisaé w postaci
[Uciechowska-Grakowicz 2016]:

dG =dF + pdV +Vdp, (7.152)

gdzie

pdV =-0,dg;V —0dbV,

7.153
Vdp =-do; g,V -do6V. ( )

Przyjmujac zatozenie, ze rézniczka jest zmiang funkcji w czasie, wykorzystujac rdwnanie opisujace
zmiang entalpii swobodnej osrodka dwufazowego (7.152), w odniesieniu do jednostki objeto$ci mozna
ja zapisa¢ w postaci:

¢ =—sT ~Ts, ~0,¢&,~00. (7.154)



Dla procesu izotermicznego:

g ==sT -0,¢&,~-00. (7.155)

Zaktadajac, ze parametrem stanu, oprocz napr¢zen w obu fazach jest temperatura, mozna zapisac
rézniczke potencjatu Gibbsa:

dg =2 45 +% qo. (7.156)
do; 0o
czyli
0g 0g
Tds =-do, e, —~do@—-—-do, ——do. 7.157
: vy oo, ' oo ( )

p
Aby druga zasada termodynamiki zostala spetniona:

——a_g- gz—a_g

= ; . 7.158
do; 00 ( )

i

Podobnie, jak w przypadku energii swobodnej, w celu uzyskania zwigzkéw konstytutywnych, nalezy
rozwing¢ potencjat Gibbsa w szereg Taylora w otoczeniu stanu naturalnego.:

g(o,,0)=g(0,0) + 02(0,0) ., 98(0.0) .

oo, ' oo

)

1(8%¢(0,0 922(0,0 022(0,0 7159
+_( 0.0 . 9%00 . 3%, )02}

2( 00,00, 7" " 0000 7 00’

Po zastosowaniu podstawien:

9°¢(0,0) _ _

do,00,

2 02(00) (7.160)
00,00 ”

0°g (0,0)
0000

Sijkt »

z doktadnoscia do matych wartosci drugiego rzedu mozna napisac:

2g(aij,a) = =8;40;0, ~1;,0,0 ~u0o. (7.161)



W plynie nie wystepujg odksztalcenie postaciowe, mozna wigc napisa¢ t;; = t6;; . Zwigzki
konstytutywne mozna wiec zapisa¢ w postaci:

__0g _
5 (7.162)
__08 _
0 — % — tO;U;J ua,

Tensor podatnosci s;jx; jest odwrotnodcig tensora sztywnosci s, = ci;,jl , dla szkieletu izotropowego,
A |

—F— i N=—:

2N (2N +34) 4N

moze on zosta¢ przedstawiony przy uzyciu oznaczen A™=

Sju = A9;0, + N\(a;ka-jk + a-ila-jk) (7.163)

Dla odksztalcen objgtoSciowych, oznaczajac t = 1/H, oraz u = 1/R, zwiazki te mozna zapisac
w formie odpowiadajacej tej podanej przez Biota [1941]:

(7.164)

7.5. Konsolidacja ukladu cialo stale — gaz

Woda jest ptynem stabo $cisliwym, w modelach filtracji i konsolidacji Terzaghiego uznawana
jest za ptyn niescisliwy. W przypadku modelu konsolidacji Biota zaktada si¢, ze jest ptynem $cisliwym,
cho¢ czasem ta $ci§liwos¢ bywa pomijana. Gaz jest ptynem mocno $ci§liwym, ponadto jego obje¢tosé
jest silnie zalezna od temperatury. Sci§liwos¢ ciat sprezystych definiowana jest jako odwrotno$é
wspotczynnika sprezystosci objetosciowe;j:

1oV

=———, 7.165
B v op ( )

jest ona zazwyczaj przyjmowana, jako warto$¢ stata dla danej substancji w okreslonych warunkach.
W przypadku gazéw, zalezno$¢ objetosci od ci$nienia jest nieliniowa, stad przy okreslaniu
wspotczynnika $ci§liwosci nalezy postugiwaé si¢ wartoSciami bezwzglednymi. Zalezno$ci migdzy
ci$nieniem, objetoscia i temperaturg opisuja prawa gazowe. Ponizej przedstawione zostang rézne
sposoby uwzglednienia $cisliwosci fazy ptynne;j.

Detournay i Cheng [1993] dla bardzo S$cisliwego ptynu definiujg wspétczynniki porosprezyste
W nastepujacy sposob:



oK
Kf
B=—L, (7.166)
p
m=5
@

Okreslaja oni nastgpujace warto$ci graniczne: Jesli K, — 0,to B-0,K, - KiM -0, czyli

osrodek zachowuje si¢ jak materiat sprezysty bez ptynu.

Verruijt [2015] proponuje dla osrodka wypetnionego gazem modyfikacj¢ réwnania opisujacego wyptyw
plynu z objetosci kontrolnej. W réwnaniu filtracji (7.122) w gruntach nasyconych woda czton Sp jest
niewielki w poréwnaniu do cztonu @€, w przypadku gazéw natomiast sytuacja jest odwrotna. Verruijt
proponuje, zeby w przypadku ptynu silnie $cisliwego pomina¢ czton opisujacy odksztatcenie szkieletu
i uzywac réwnania w formie:

kO*o = So. (7.167)

W ukladzie ciato stale-gaz, oprdécz interakcji mechanicznych miedzy fazami, mogg wystepowaé
zjawiska sorpcji. Szczegélnie narazone na takie zjawiska sg wapienie iwegiel. w przypadku
wystepowania tego zjawiska, osrodek na ktéry dziata ci$nienie p zamiast zmniejszaé, zwigksza swoja
objetos¢. Lydzba [1991] podat réwnania konstytutywne dla uktadu wegiel kamienny - gaz, w ktérym
wystepuja zjawiska sorpcji i desorpcji (model zaktada brak odziatywan mechanicznych i chemicznych
miedzy fazami). Odksztalcenie objeto$ciowe szkieletu jest w tym modelu zalezne od odksztalcenia
sprezystego, oraz od odksztatcenia wynikajgcego z sorpcji:

E=E tE, (7.168)
gdzie & to odksztalcenie sprezyste, a £, to odksztalcenie wynikajace ze zjawiska sorpcji:

£ =aq, +a21n(p£]F([9), (7.169)
0

gdzie a, i a, to parametry okreslajace wptyw sorpcji na zmiang objgtosci, F ( ]3) to izoterma sorpcji,

a p to ci$nienie w stanie rOwnowagi. Po zastosowaniu Izotermy Langmuira, zwigzek opisujgcy

zalezno$¢ naprezenie od odksztalcenia ma postac:

P
A—
— E E E 1'3 Do
= : - 1 5 |
Ty 1+V€,+(1+V)(1_2V)£kk5,, 3(1_2v){a1+a2 n(l’oﬂ—3+ p g,  (1.170)



Coussy [2010] dla $cisliwego ptynu porowego proponuje zastosowanie réwnania konstytutywnego:

F = (7.171)

gdzie K ! Jest modutem sprezystosci objetosciowej ptynu. Jesli O, jest masg ptynu, ktory znajduje
si¢ w porach objetosci kontrolnej d€),, zakladajac niewielkie odksztalcenia (@ /¢ < 1), réwnanie

konstytutywne dla ptynu ma postac:

d f
_('Of ¢) —gae+ 2P (7.172)
P M

gdzie M ™' = @K 7 +1/ N . Jesli ptyn porowy jest $ciliwa ciecza, modut K/ Coussy uznaje za

niezalezny od ci$nienia. w przypadku gazu, jego ciSnienie opisujagc mozna réwnaniem gazu
doskonatego:

f
p :p—RT, (7.173)
Mg

gdzie M, to masa molowa, a ,Of to aktualna gesto$¢ gazu. Wtedy:

f
_dpf W e K =p, (7.174)
P 4
czyli
d f
M:ad5+d—p+%—dp, (7.175)
P N p

Przy przeptywie nienasyconym (ciecz + gaz), z uwzglednieniem efektéw powierzchniowych migdzy
fazami, réwnania dla warunkéw nieizotermicznych wg Coussy’ego maja postac:

o, = (K—%Njga;j +2Ng,; —al xp, +(1- x) p, |6, —3aKT 3,
(7.176)

(ax-as)p+[a(i-x)-4s.]p, |

¢=¢1+¢2:0'£+ M(a—%)

2a¢T,

gdzie X to stata zalezna od saturacji S, T to temperatura, a,a, to wspotezynniki.



Zwiazki konstytutywne oparte na prawie Boyle’a-Mariotte’a dla proceséw izotermicznych
zaproponowali Strzelecki i in [1993]. Model ten umozliwia zachowanie liniowej postaci uktadu réwnan
konsolidacji, modyfikujac jedynie ich wspétczynniki:

$8

K 2 K —__
N*O'u, +3(M* +N )y, = o O
| . (7.177)
C’c,=—0,-3— )y, +W,
ng ng

gdzie indeks ,,sg” oznacza wspétczynnik zmodyfikowany dla gazu. Ponizej zwigzki te zostang
przedstawione w nieco zmienionej postaci. Wychodzac z uktadu réwnan opisujacego odksztalcenie
objetosciowe w osrodku nasyconym woda,

o, =Ke+Q8,
(7.178)
o=0Q&+R6,
uzyska¢ mozne zwiazki odwrotne:
g g
E=—"+—,
K B (7.179)
9=Tu .9
B C
2 2 R RK
gdzie K=—N +A—Q— , B=——K+Q, oraz C =2— . Dla plynu $cisliwego, przy
3 R 0 SN+A
3
uwzglednieniu réwnania Boyle’a-Mariotte’a,
pV =const. (7.180)

oraz ci$nienia atmosferycznego, zwiazki dla odksztalceh mozna napisa¢ w postaci:

e=n_0-0,
K B

g=-9n 70,
B g

gdzie B to parametr okreslajacy sprzezenie faz.

W celu okreslenia na ich podstawie zwigzkéw odwrotnych nalezy rozwigza¢ réwnanie kwadratowe:

o +am{%aa —K6+B(9+1):|+K(9+1)(0'a -Be)-Kao, =0. (7.181)



Zaktadajac, ze przy braku obcigzen odksztalcenia zaréwno szkieletu, jak igazu sg réwne zeru,
szukanym wynikiem bedzie pierwiastek spetniajacy rownanie O,, (0, 0) =0. Warunek ten spetniony

jest dla wyrazenia:

m

1| K K ’
7,= —Eaa+Kg—B(9+1)+\/{E(Ua—B£)—B(9+1)} -4Ka, |, (7.182)

Wobec tego zwigzek opisujacy naprezenia w ptynie ma postaé:

B| K K i
o= Eaa—Kg—B(9+1)+\/|:E(Ua—BS)—B(9+1)} -4Ka, |. (7.183)

Kolejnym krokiem w celu uzyskania wspétczynnikéw dla gazu jest rozwini¢cie zwiazkéw w szeregi
MacLaurina:

Ko\
4|| B-"7= | +ako, (7.184)



A G O T T G &
o=0 ——| K- - g

2K 2 2K 2
\/(B—Kg“j +4Ko, \/(B—Kg“j +4Ko,
2
Ko
i)
Kz\/(B—KU“j +4K0, - B

B 2
(B—Ko—aj +4K0,
B B 2
"Ik Ko, \ £
(B— j +4Ko,
B
2
Ko, BZ(B_KUaj
BZ\/(B—B“J +4Ko, - 2B
. \/(B—Kgaj +4Ko,
aK Ko7 7.
(B— B“J +4Ko,

(7.185)

Dla matych odksztalcen mozna przyjac liniowe cztony szeregéw. Maja one postac:

K(, ¥ B b g
o =—|1+—|e+—| -1+— |6, (7.186)
2 () 2 ()

B ¥ B’ ¥
o=0,+—|-1+—|e+—| -1+— |6,
2 () 2K ()

gdzie
cD:(B+Kaaj,
B
Ko (7.187)
(552
B
w K(, ¥ w_ B ¥ 2 ¥
Podstawiajac : K* =—|1+—|, Q¥ =—|-1+—|, R* =5 —1+— |, réwnania mozna
2 () 2 ) 2K

zapisa¢ w znanej postaci:

g,=K*¢+0%*0
" Qe (7.188)
g=0%e+R*0



Pozostate state materiatowe mozna obliczy¢ na podstawie uzyskanych wspétczynnikéw réwnan dla

o a9
gazu [za Strzeleckim iin. 2008]: A* = K* —%N, M* =A* —R—;,H*‘f = Q% + R*. Uklad

rownan konsolidacji o§rodka wypetnionego gazem ma zatem postac:

H*
NCPu,+(M* +N)e, === —0,
5 ng 5
Coog 1 H", (7.189)
f R R

Uktad mozna uzupetni¢ o czlony zwigzane z temperaturg w przypadku potrzeby opisu konsolidacji
w warunkach nieizotermicznych. W przypadku duzych odksztatcen, nalezy uzy¢ kolejnych czionéw
rozwinigcia.

Prawo Boyle’a-Mariotte’a mozna réwniez wykorzysta¢ bezposrednio w zwigzkach konstytutywnych
uzalezniajacych napre¢zenia od odksztatcen. Postugujac sie¢ naprezeniem porowym w miejsce ci$nienia
prawo to mozna zapisa¢ w postaci gV = const . Objeto$¢ przy dowolnym naprezeniu mozna zapisaé
w odniesieniu do objetosci w stanie poczatkowym V =V (1 + 0) . Jesli jako punkt odniesienia

przyjmiemy napre¢zenie wywotane ciSnieniem atmosferycznym, czyli:

oV, =av, (1+6), (7.190)

naprezenie mozna zapisa¢ w funkcji odksztatcenia:

g=Ya_ (7.191)
1+6

1
Z prawa Boyle’a-Mariotte’a wynika réwniez definicja wspétczynnika $cisliwosci dla gazu 5 =—, co

(1+6)

D,

przy uzyciu powyzszych zalezno$ci mozna zapisaé w postaci [ = lub stosujac wcze$niej

stosowane oznaczenie R = — , zatem nie jest on stalg materialowa, lecz funkcjg. Dlatego

Ua
(1+6)f
rOéwnania konstytutywne osrodka dwufazowego dla proceséw izotermicznych przyjmujg postac:

0, =2Ne, +(Ac+06)d,.
o (7.192)
o-0,=Q0—-—4—0,

(1+86)f

Dodatkowo, nalezatoby zwréci¢ uwage, ze w przypadku cieczy predkosci filtracji sg niewielkie,
przeplyw jest laminarny, zatem do opisu przeplywu mozna uzy¢ prawa Darcy’ego; w réwnaniach



zachowania pedu przy matych predkosciach pomijamy cztony zwigzane z bezwtadnoscia. W przypadku
gazéw, zwlaszcza przy wysokiej temperaturze i ci$nieniu, powodujacych szybki przeptyw gazu o duzej
gestosci, bezwladno$¢ zaczyna odgrywac wigksza role, i w porach gruntu moze wystepowac przeptyw
turbulentny.

Przy przeptywie laminarnym opory ruchu zalezne sg tylko od lepkosci przeptywajacej cieczy, widoczne
jest to w formie réwnania Darcy’ego zaproponowanej dla przeptywéw jednowymiarowych przez Beara
[1972]:

dp _

X

v/ (7.193)

X IR

k
gdzie K to wspdtczynnik przepuszczalno$ci, a Y to lepkos¢ dynamiczna ptynu, K :—'u. Przy
4

wyzszych predkosciach przeptyw laminarny przechodzi w turbulentny i zalezno$¢ miedzy gradientem
wysokos$ci hydraulicznej a predkoscia przestaje by¢ liniowa, zaczynaja mie¢ znaczenie opory zwigzane
7 masg przeptywajacego ptynu, bedace funkcja kwadratowa predkosci przeptywu. Stad do réwnania
Darcy’ego zostata wprowadzona poprawka Forchheimera [1901], wérdd zapiséw tego réwnania, jedng
z najbardziej popularnych jest forma podana przez Beara [1972]:

dp

X

v/ + Bov’?, (7.194)

X Ix

Gdzie [ to wspétczynnik Forchheimera, znany réwniez, jako wspétczynnik fluacji.

Bardziej szczegétowa klasyfikacja reziméw przeptywu plynéw przez osrodki porowate zostata
opracowana Chauvetau & Trirriot [1967], nastgpnie zmodyfikowana przez Skjetne [1995]. Dla
osrodkéw o prostej geometrii wyréznia ona 4 rezimy [za Skjetne & Auriault, 1999]:

O przeptyw o liniowej charakterystyce, opisywany przez rOwnanie Darcy’ego
O przeptyw o stabej bezwtadnosci, opisywany przez réwnanie szeScienne:

_dp _Hor WP

(7.195)
dx K 7]
gdzie y to stata materialowa o$rodka,
O przeptyw o duzej bezwladnosci, opisywany réwnaniem potegowym:
dp _ —f o fm
i Y Tk (7.196)
dx
gdzie a i b to wspdtczynniki materiatowe, oraz 1<m<2, lub w wersji uproszczone;j:
dp _ 1 ~sm
. (7.197)

dx



W przypadku o$rodkéw anizotropowych, wg Skjetne & Auriault [1999], przeptyw o duzej bezwtadnosci
opisuje réwnanie odpowiadajace réwnaniu Forchheimera (7.194), przy czym wspdétczynnik K jest
rézny od wspoétczynnika przepuszczalnosci przy przeptywie laminarnym, a wspétczynnik [ jest

zalezny od kierunku.

O Przeptyw turbulentny, opisany réwnaniem:

_dp _ M oy +B i’ (7.198)
dx K,

gdzie: K, #K, i B#B.

Analize zagadnienia nieliniowe;j filtracji metodami asymptotycznej homogenizacji przeprowadzili m.in.
Mei & Auriault [1991] , Rasoloarijaona & Auriault [1994], gdzie dla rezimu przepltywu o niewielkiej
bezwtadnosci (Przy sitach lepko$ci bedacych tego samego rzedu, co sity bezwtadno$ci) otrzymali oni
czton korygujacy réwnanie Darcy’ego bedacy funkcjg szescienng predkosci filtracji (jego wartoSe,
zgodnie z prezentowanymi przez nich wynikami badan laboratoryjnych, jest jednak niewielka), czton
ten zanika dla rezimu o duzej bezwtadnosci (Przy dominacji sit bezwtadno$ci nad sitami lepkimi), gdzie
spadek ci$nienia opisany jest funkcja kwadratowa predkosci, co odpowiada réwnaniu Forchheimera.

Zgodnie z praca Skjetne&Auriault [1999], przeplyw o malej bezwtadnoSci wystepuje przy liczbie
Reynoldsa Re<<1 do Re=0O(1), natomiast w petni turbulentny wystepuje przy Re>>1. Dla o$rodkéw
porowatych liczb¢ Reynoldsa definiuje si¢ np. przez formut¢ podang przez Beara [1972]:

rd
R =Y v m (7.199)

Gdzie d, to $rednica miarodajna ziaren (przyjmowana jako d,,), a V to lepko$¢ kinematyczna.
w miar¢ wzrostu liczby Reynoldsa czlon liniowy staje si¢ pomijalny, zatem przeptyw taki lepiej opisuje
réwnanie Chezy-Krasnopolskiego [Kulma, 1995]:

v=KT (7.200)

Gdzie K to wspotczynnik oporéw nieliniowych a ito spadek hydrauliczny (spadek wysokosci H);
uzywajac oznaczen jak w réwnaniu (7.200) mozna napisa¢é K =1/./0) Wspétczynniki filtracji

i fluacji wyznaczy¢ mozna laboratoryjnie, oprécz tego istnieje wiele formut empirycznych. Zestawienie
formut dla okre$lania wspétczynnikéw filtracji i fluacji oraz opis metody wyznaczania laboratoryjnego
mozna znalez¢ np. w pracy Sobieski i in. [2016].
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