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WYKŁAD 10
METODA ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH

CZĘŚĆ II

3.4 Przykłady rozwiązań jednowymiarowych MES Galerkina.
Zasady stosowania metody Galerkina przedstawimy na przykładzie przepływu Poisseuille`a. Jest to stacjonarny, płaski przepływ cieczy lepkiej nieściśliwej, poruszającej się pod wpływem siły ciężkości pomiędzy dwiema równoległymi płytkami z periodycznymi warunkami brzegowymi (rys.9.1). Możemy równanie ruchu cieczy zapisać w formie uproszczonej:
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Warunki brzegowe:
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Rys.9.1 Schemat obliczeniowy do przepływu płaskiego pomiędzy dwiema płytkami.

Przyjmijmy na podstawie równania (9.22), że funkcja aproksymacyjna w obszarze jednoelementowym jest w postaci:
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Błąd! Nieznany argument przełącznika.
Funkcja ta została dobrana w taki sposób, by spełniać warunek adhezji na powierzchni płytek, tj. 
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Obliczamy następnie funkcję residuum:
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Po podstawieniu do równania (9.4) :
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(9.32)
Obliczoną wartość 
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podstawiamy do równania (9.30):
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Błąd wyznaczenia wartości 
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 w stosunku do rozwiązania dokładnego danego wzorem: 
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przedstawiono na wykresie (rys.9.2) i w tabeli 9.1 dla wartości dokładnych - 
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Rys.9.2  Błąd tachoidy prędkości do rozwiązania dokładnego i przybliżonego MES.
Tabela 1 Procentowy błąd rozwiązania MES
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Istotą metody elementów skończonych jest podział obszaru na elementy skończone i odpowiedni dobór funkcji bazowych. Funkcje te muszą aproksymować rozwiązanie lokalnie, tj. w obrębie elementu i muszą być ciągłe oraz zapewniać ciągłość rozwiązania na styku elementów.

Spróbujmy zagadnienie przepływu Poisseuille`a rozwiązać ponownie dla czterech elementów skończonych o długości l każdy (rys.9.3).
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Rys.9.3 Podział obszaru przepływu Poisseuille`a na elementy.

Każdy z elementów jest odcinkiem zbudowanym na dwóch węzłach. Dla takiego rodzaju elementu zakłada się, że funkcja 
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 będzie liniowa, jak przedstawiono na rysunkach 9.3 i 9.4.
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Rys.9.4. Jednowymiarowy element liniowy.
Postać funkcji bazowej jest następująca:
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Funkcje 
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 nazywane są, ze względu na swój kształt, funkcjami daszkowymi i mają następujące właściwości (rys.9.5):
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Rys.9.5 Funkcje daszkowe.

Zauważmy jeszcze, że:



[image: image30.wmf]111

N

N

,

N

2

j

i

y

j

i

i

y

d

d

   dyl

dyldyl

=-==

ò

.
(9.33)
Obniżamy rząd pochodnej w równaniu reziduum poprzez całkowanie pierwszego członu przez części:
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Z warunku brzegowego na u wynika, że pierwszy człon po prawej stronie równania (9.34) jest równy zeru.

Dla elementu 1 na podstawie równań (9.31) i (9.32) oraz z warunku liniowej niezależności funkcji bazowych obliczamy:

dla węzła 1:
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stąd:

Błąd! Nieznany argument przełącznika.
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Błąd! Nieznany argument przełącznika.
dla węzła 2:
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stąd:

Błąd! Nieznany argument przełącznika.
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Błąd! Nieznany argument przełącznika.
Równanie macierzowe elementu 1 ma więc postać:
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Powtarzając procedurę obliczeniową dla pozostałych trzech elementów możemy utworzyć globalnie równanie macierzowe jako sumę po wszystkich macierzach elementów oznaczonych linią przerywaną:
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(9.40)
Po uwzględnieniu warunku zerowania prędkości na brzegu (9.27) macierz ta redukuje się do postaci zaznaczonej linią ciągłą. Rozwiązanie (9.40) daje następujące wartości, które odpowiadają rozwiązaniu ścisłemu:
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Błąd! Nieznany argument przełącznika.
3.5 Rodzaje elementów i ich funkcje bazowe.
W zależności od wyboru kształtu elementu, liczby węzłów w elemencie i ich rozmieszczenia oraz wyboru funkcji bazowych otrzymuje się różne rodzaje elementów skończonych w celu rozwiązania zagadnień jedno-, dwu- i trójwymiarowych, opisanych równaniami różniczkowymi rzędu drugiego. Przykłady różnych elementów i ich funkcji bazowych przedstawiono w tabeli IX.3. Obszerne omówienie sposobu wyprowadzenia funkcji bazowych dla elementów przedstawionych w tabeli 3 oraz inne rodzaje elementów, w tym elementy krzywoliniowe, można znaleźć w monografiach [Odena, 1972], [Zienkiewicza, 1978], [Owena, 1980].

Tabela 2. Rodzaje elementów skończonych

	Rodzaj elementu
	Geometria elementu
	Funkcje bazowe

	1. Jednowymiarowy
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	2. Jednowymiarowy drugiego rzędu 
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	3. Trójkątny
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	4. Trójkątny drugiego rzędu
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	węzły narożne:
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węzły na środkach boków:
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	5. Prostokątny (rodzina serendipowska)
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Podstawiając 
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	6. Prostokątny drugiego rzędu (rodzina serendipowska)
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	Węzły narożne:
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Węzły na środkach boków:
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	7. Izoparametryczny (czworokąt)
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	8. Czworościenny
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	9. Prostopadłościan (rodzina serendipowska)
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	10. Prostopadłościan drugiego rzędu (rodzina serendipowska)
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	Węzły narożne:
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Węzły na środkach boków:
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3.6 Aproksymacja lokalna i globalna.
Przedstawione w tabeli 2 funkcje kształtu wyrażone są w lokalnych, charakterystycznych dla danego rodzaju elementu układach współrzędnych wraz z lokalną numeracją jego węzłów. W celu zbudowania macierzy dla całego obszaru niezbędna jest transformacja macierzy poszczególnych elementów do układu globalnego. Procedura ta  jest prosta i polega na dodaniu do właściwych pozycji macierzy całego układu równań odpowiednich wyrazów macierzy elementu, zgodnie z numeracją węzłów elementu w układzie globalnym (tak jak w rozpatrywanym uprzednio przykładzie). W ten sposób globalna reprezentacja funkcji aproksymującej jest sumą jej wartości lokalnych uzyskanych z obliczeń wszystkich elementów skończonych. Jeżeli lokalne układy elementów skończonych są obrócone w stosunku do układu globalnego, jak np. dla elementów izoparametrycznych (poz. 7 w tabeli 2), zachodzi potrzeba transformacji współrzędnych w celu właściwego obliczenia pochodnych i całek. Macierz transformacji 
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, zwana macierzą Jacobiego, zdefiniowana jest następująco:
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Transformacja pochodnych wymaga wykonania następującej operacji:
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Obliczanie całek wykonuje się według wzoru:
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Błąd! Nieznany argument przełącznika.
Po transformacji macierzy elementów do układu globalnego otrzymujemy układ równań liniowych w ogólnej postaci macierzowej:
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gdzie macierz A jest symetryczna, pasmowa i dodatnio określona.

W wyniku rozwiązania układu równań 
(0.1)

, tj. znalezienie wektora  GOTOBUTTON ZEqnNum215678  \* MERGEFORMAT , wymaga zastosowania procedury numerycznej bezpośredniej np. Gaussa, metodę rozkładu macierzy na układy trójkątne, metodę sprzężonych gradientów. W przypadku układu równań z dużą, rzadką macierzą najczęściej stosuje się metodę iteracyjnej – Gaussa-Seidela, Jacobiego lub Czybyszewa. W przypadku nieliniowego równania konstytutywnego, np. równania Naviera-Stokes`a lub/i nieliniowych warunków brzegowych, otrzymamy układ równań nieliniowych. Rozwiązanie takiego układu równań jest dużo bardziej skomplikowane i trudno jest sformułować jednolite kryterium istnienia rozwiązania bez dodatkowych założeń na macierz układu równań [Fortuna, 2005]. Ogólnie można powiedzieć, że do rozwiązania takiego układu stosuje się procedury iteracyjne takie jak nieliniowa metoda Newtona, Gaussa-Seidela,  lub inne , których szerszy opis można znaleźć w literaturze [Fortuna, 2005], [Björck,1983], [Zienkiewicz, 1978].
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