


SPLINY SKLEJANE
Najpopularniejszą metodą interpolacyjną jest metoda oparta o sklejanie wielomianów określana jako metoda „spline”. Interpolację tego typu stosuje się głównie w celu połączenia punktów funkcji zadanej dyskretnie – krzywą „możliwie gładką” Miarą gładkości jest wartość „krzywizny całkowitej” rozumianej jako: 
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Jest to wzór określający „gładkość” funkcji. Krzywą „najgładszą” będzie ta krzywa, która da minimalną  wartość „krzywizny całkowitej”
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Funkcja „spline” jest ciągła jest funkcją rzeczywistą najczęściej trzeciego rzędu dla każdego 
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· jest wielomianem stopnia k,

· posiada ciągłe pochodne stopnia k-1 włącznie,

Dany jest przedział 
[image: image8.wmf],

ab

. Przedział ten podzielony jest na podprzedziały, za pomocą punktów leżących wewnątrz przedziału tak, że;
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W każdym punkcie podzielonego przedziału znane są wartości funkcji 
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Będą to wielomiany takie, że  
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f

w przedziale 
[image: image16.wmf][

]

b

a

,

 muszą mieć sobie równe pochodne lewostronne i prawostronne (wtedy styczna jest nachylona pod takim samym kątem i wielomiany się łączą). W przypadku wielomianu pierwszego rzędu, warunek ten jest nie spełniony dla pierwszej pochodnej.
Poszukujemy funkcji f spełniającej powyższe założenia.

Oznaczmy:
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Rys. 3.1 Schemat dla wybranego przedziału 
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Równanie na  drugą pochodną ( f’’) funkcji f.
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Oznaczając 
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 możemy dla dowolnego x napisać:
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Z twierdzenia Talesa:
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Druga pochodna poszukiwanej funkcji splinów wyrazi się wzorem:


[image: image26.wmf]11

1

()()()

''()

jjjjjjj

j

MxxMxxMxx

Sx

h

++

+

-+---

=


Co można zapisać inaczej:
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Aby znaleźć wartość S(x) całkujemy podwójnie, 
[image: image28.wmf])
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Znając wartości funkcji splinów na brzegach przedziału 
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Obliczamy nieznane wartości 
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Podstawiając  następnie za 
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Uwzględniając równania (3.6) i (3.7) otrzymujemy układ równań:
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Po odjęciu stronami równań otrzymujemy:
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Po podstawieniu stałych do równania otrzymujemy:


[image: image41.wmf]332

11111

1

111

()()()

()()()

6666

jjjjjjjj

jjjjjj

jjj

xxxxyyMMhh

SxMMxxxxyM

hhh

+++++

+

+++

----

=++---+-


Powyższe rozwiązanie możemy przedstawić w postaci szeregu Taylora:
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Wartość funkcji S(x) i jej pochodnych w punkcie „j” ma wartość:
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Stąd:
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gdzie:   
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Pierwsza pochodna funkcji S(x):
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Pochodna z prawej strony:
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Pochodna z lewej strony:
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Ostateczna postać:
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Używając współczynników 
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gdzie:
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Zadanie sprowadza się do rozwiązania układu równań przedstawionego poniżej:
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Korzystając z warunku, że 
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oraz z warunku geometrycznego:
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Dostajemy ostatecznie  n-1 równań z n-1 niewiadomymi. Układ równań jest więc dobrze uwarunkowany i ma jedno rozwiązanie.

Powyższe rozumowanie można przeprowadzić dla wielomianów wyższych stopni. Profesjonalne programy typu CAD i programy matematyczne posiadają opcje wygładzania krzywych i powierzchni splinami drugiego i wyższych rzędów.
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