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APROKSYMACJA FUNKCJI

1.  Kryteria aproksymacji.

Załóżmy, że f(x) jest funkcją ciągłą w przedziale 
[image: image1.wmf][
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,

ab

. Znalezienie przybliżenia (aproksymacji) polega na wyznaczeniu współczynników pewnego wielomianu P(x), który będzie dobrze przybliżał w tym przedziale funkcję f(x). Pojęcie aproksymacji ma sens tylko w przypadku, kiedy zdefiniowane jest kryterium charakteryzujące błąd pomiędzy funkcją f(x) a wielomianem P(x).

1.1 Kryterium Czebyszewa

Współczynniki wielomianu aproksymującego należy tak dobrać, aby maksymalna różnica między wartością funkcji f(x), a wielomianem P(x) osiągnęła minimum.
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Ten rodzaj aproksymacji nazywa się aproksymacją jednostajną lub aproksymacją Czebyszewa
1.2  Kryterium najmniejszego błędu kwadratowego 

Współczynniki wielomianu aproksymującego należy tak dobrać, aby całka z kwadratu funkcji błędu 
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2. Aproksymacja metodą najmniejszych kwadratów
Poniżej przedstawimy procedurę określania współczynników funkcji aproksymującej przy wykorzystaniu kryterium najmniejszego błędu kwadratowego

Załóżmy, że  wielkości x i y związane są nieznaną zależnością 
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i są określone na płaszczyźnie x-y w sposób dyskretny za pomocą n-punktów o współrzędnych 
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W tym celu należy wybrać typ funkcji 
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 , który zależy w sposób jawny od parametrów  
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  i następnie określić te parametry tak, aby zminimalizować funkcję kryterialną 
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Funkcja ta osiąga minimum w punktach okreslonych warunkami:
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Różniczkując funkcję E względem poszczególnych parametrów, uzyskuje się następujący układ równań :
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Dostajemy więc k równań  k niewiadomymi co pozwala na wyznaczenie k espólczynników wielomianu aproksymujacego.

Wiele zagadnień można rozwiązać przyjmując za punkt wyjścia aproksymację przy wykorzystaniu funkcji liniowej. W przypadku zależności nieliniowych często można sprowadzić równanie do liniowego co przedstawiono poniżej w tabeli 3.1
TABELA 3.1
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2.1 Regresja liniowa jako przykład aproksymacji.
 Przyjmijmy funkcję aproksymujacą w postaci funkcji liniowej wyrażonej wzorem :
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Funkcja kryterialna ma w tym przypadku postać :
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Warunki minimum funkcji kryterialnej E wyrazone przez pochodne cząstkowe wzgledem parametrów aproksymacji a i b mają postać :
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co prowadzi do układu równań :
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Rozwiązaniem powyższego układu równań są wartości wspólczynników a i b :


[image: image57.wmf]111

2

2

11

nnn

iiii

iii

nn

ii

ii

nxyxy

a

nxx

===

==

-

=

æö

-

ç÷

èø

ååå

åå


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.8)



[image: image58.wmf]2

1111

2

2

11

nnnn

iiiii

iiii

nn

ii

ii

xyxxy

b

nxx

====

==

-

=

æö

-

ç÷

èø

åååå

åå


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.9)

3. Współczynnik regresji i odchylenie standardowe
Wprowadźmy pojęcia z rachunku statystycznego : 

· wartość średniej odniesiona do zmiennej 
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· zmienność wielkości x charakteryzowana jest wzorem :
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gdzie 
[image: image62.wmf]s

 określa odchylenie standardowe równe co do wartości :



[image: image63.wmf]2

1

1

n

i

i

xx

n

s

=

=-

å


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.12)

Wprowadźmy dla układu punktów 
[image: image64.wmf](
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nowy układ współrzędnych, którego początek znajduje się w punkcie o współrzędnych równych 
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Łatwo wykazać, że :
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Z definicji odchylenia standardowego 
[image: image68.wmf]s

 może napisać, że :
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oraz
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W nowym układzie współrzędnych równanie regresji liniowej ma postać :
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Można pokazać, że wartości parametrów 
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 wyrażają się wzorami :
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Możemy oznaczyć 
[image: image74.wmf]a

 jako 
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, gdyż poszukiwana relacja jest relacją 
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Możemy więc napisać :
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Korzystając z zależności (4.13) mozna zapisać :
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co pozwala zapisać równanie regresji w pierwotnym układzie odniesienia :
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więc 
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Rozwazmy następnie zależność odwrotną 
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a w nowym układzie odniesienia :
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Można pokazać, że wartości parametrów regresji w nowym układzie są równe :
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i  równanie w układzie x,y :
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więc
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Parametry odwrotnej regresji w układzie x,y wynoszą : 
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Wspólczynnik liniowej korelacji jest pierwiastkiem kwadratowym z tangensów kątów nachylenia dwóch prostych regresji :
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więc wspólczynnik korelacji wyraża się wzorem :
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Powyższą formułę dla układu osi x, y możemy zapisać w postaci :
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Wspólczynniki kąta nachylenia prostych mozna przedstawić przy pomocy wspólczynnika korelacji r w postaci :
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oraz
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Możemy więc aproksymację liniową zapisać :
1. w układzie 
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czyli w układzie y,x :
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2. w układzie 
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czyli w układzie y,x :
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Na postawie powyższych wzorów mozemy zapisać :
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3.1 Własności współczynnika korelacji « r »

Oznaczmy sumę kwadratów odległosci punktów od prostej :


[image: image103.wmf](

)

2

2222

11111

2

i

nnnnn

ixiixiixi

iiiii

dvuvuvu

aaa

=====

=-=-+

ååååå


(4.34)
Ponieważ
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Wiemy ponadto, że :
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Ponieważ :
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możemy zapisać
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Dzieląc przez n obie strony równania (4.36)   dostajemy :
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Wielkość 
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 okresla zmienność błędu estymacji 
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Przedział ufnosci w którym znajdują sie punkty ze zbioru x,y okresla amplituda 
[image: image116.wmf],
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z poziomem ufności 68%.
Analogicznie możemy okreslić błąd estymacji w kierunku osi x :
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Błędy estymacji w kierunkach x i y wyrażają się wzorami :
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Wynika stąd warunek na współczynnik korelacji r :
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więc :
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czyli mamy :
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Współczynnik korelacji można wyrazić inaczej korzystajac ze wzoru (4.26) :
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